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Satz von Bayes

» Elementarereignis w: (nicht weiter zerlegbares) Ergebnis eines
einzelnen Experiments

» Ereignisraum §2: Menge aller Elementarereignisse
» Ereignis A: Teilmenge von (2

Beispiel: Wiirfel
Q={E, 6, 5,6}

A = {(),3, 6} (Ergebnis ungerade)
B = {(J,63 6,63} (Ergebnis > 3)

» Menge aller Ereignisse ¥ = P(Q): /
Potenzmenge (Menge aller Teilmengen) von € £
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Satz von Bayes

Definition: Eine Funktion P : 3 — [0, 1] heiBt
WabhrscheinlichkeitsmaB, falls gilt

(1) PIQ) =1
(2) Falls Ay, A, ... disjunkt (d.h. A; N A, =0, Vj # k), so folgt

U Aj = ZP[AJ]
Jj=1 Jj=21
insbesondere: Falls A, B disjunkt (d.h. AN B = (), so folgt
P[AUB] = P[A] + P[B].

Beispiele:
» Laplace'scher Wahrscheinlichkeitsraum .
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Folgerungen:
(i) PIA“]=1- P[A]
(i) P0] =0
(iii) Fir beliebiege A, B C Q gilt:
P[AUB] = P[A| + P[B] — P[AN B]

Beweise: /

Beispiel:
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Satz von Bayes

Definition: Seinen A, B C Q, P[B] # 0, so heiBit

P[AN B

P[A|B] := PIB|

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.
Beispiel: ,/

Definition: Zwei Ereignisse A und B heiBen unabhingig, falls gilt
P[AN B] = P[A] P[B].

(D.h. P[A|B] = P[A] falls P[B] # 0 und
P[B|A] = P|B] falls P[A] # 0) _—
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Satz von Bayes:
n
Seien Ay, Ag, ..., A, disjunkt, @ = [J A; und

j=1
B C Q mit P[B] # 0 beliebig.
Dann gilt fiir jedes j =1,...,n
PLA|B] - nP[BIAj]P[Aj] '
> P[B|Ag] PlA]

k=1

Beweis: /
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Satz von Bayes

» Eine Krankheit tritt bei 1% der Bevolkerung auf (Pravalenz)

» Test liefert bei 98% der Kranken ein positives Ergebnis
(Sensitivitat)

» Test liefert bei 95% der Gesunden ein negatives Ergebnis

(Spezifitat)
Test positiv B | Test negativ B¢
Person krank A; o.k. falsch
Person gesund As falsch o.k.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit (einer zuféllig getesteten
Person), krank zu sein, wenn der Test positiv ist?

P[A|B] =7 &
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Satz von Bayes

> In einem Gefangnis sitzen drei zum Tode verurteilte
Gefangene: Anton, Brigitte und Clemens.

» Genau einer von ihnen soll begnadigt werden. Dazu wird ein
Los gezogen, das allen die gleiche Chance gibt, begnadigt zu
werden.

» Anton, der also eine Uberlebenswahrscheinlichkeit von % hat,
bittet den Warter, der das Ergebnis des Losentscheids kennt,
ihm einen seiner Leidensgenossen, Brigitte oder Clemens, zu
nennen, der oder die sterben muss.

» Der Warter antwortet “Brigitte”

Wie hoch ist nun Antons Uberlebenswahrscheinlichkeit? %/
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