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1.Ubung

AUFGABE 1:
Das Zahlmafl v auf einer beliebigen Menge X ist definiert durch

() #(S) := Anzahl der Elemente von S, falls S endlich ist,
v(S) =
0, falls S unendlich ist.

Zeigen Sie, dafl v ein Maf} ist und alle S C X meBbar beziiglich v sind.
AUFGABE 2:
Zeigen Sie, eine Nullmenge A bezliglich eines Mafles p , d.h. p(A) = 0, ist immer

p—meBbar.

AUFGABE 3:
Fir S CR definieren wir das Lebesgue-Maf3 durch

£Y(S) := inf { > 0k —ar) | S C URylag, bl ax < by, € R }
k=1

Zeigen Sie, dal L' ein MaB ist und daB alle Intervalle ]a,b[ und mit der Proposition 1.1
der Vorlesung alle offenen und abgeschlossenen Mengen £!—meBbar sind.

AUFGABE 4:

Fir Ay C X sei

limsup A, := ﬁ [j A, liminf Ay = [j ﬁ Ap.
k=00 1=1 k=l koo 1=1 k=l

Zeigen Sie fiir A meBbar beziiglich eines Mafies p auf X

p(liminf Ag) < li]gn inf u(Ag),
—00

k—o00

limsup p(Ag) < p(limsup Ag), falls u(X) < co.

k—o00 k—00

Abgabetermin ist Donnerstag, 24.10.24.
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2.Ubung

AUFGABE 5:
Essei A eine o—Algebra auf X . Zeigen Sie

k
fi=)axa
=1

mit X = Zle A; eine Zerlegung und ¢« paarweise verschieden ist A—mefibar genau
dann, wenn alle A; € A .

AUFGABE 6:

Es seien f,g: X — [—00,00] meBbar beziiglich einer o—Algebra A auf X . Zeigen Sie

[f<gl={reX|flx)<glx) },[f =9l :={zc X | flz)=g) } €A

AUFGABE 7:

Zeigen Sie, dafl die Konklusion des Satzes von Egoroff fiir das Z&hlmaR
v auf N und fi(l) :=1 fiir | > k, fx(l) := 0 fiir [ < k nicht gilt. Wie steht das im Einklang
mit dem Satz von Egoroff ?

AUFGABE 8:

Es sei fi :[0,1] = R definiert durch

fr = Xpo-t 4oy firk=2"450<j<2,1€N.
Zeigen Sie fi, — 0 im MaSB beziiglich L£!, aber {fi(t)}r konvergiert fiir kein t € [0,1] ,

insbesondere konvergiert f;, nicht L£!'—fast iiberall. Geben Sie eine Teilfolge an, fiir die
fx; — 0 fast iiberall beziiglich ch.

Abgabetermin ist Donnerstag, 31.10.24.






Universitdt Tiibingen
Fachbereich Mathematik

Professor Dr. R. Schitzle 31.10.24
Dr. N. Jork

Maf- und Integrationstheorie
WS 2024/25
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AUFGABE 9:
frg: X —[0,00] seien meBibar beziiglich eines Mafles p auf X und f =g fast iiberall

beziiglich pu . Zeigen Sie
/ Jdp= / g du.

AUFGABE 10: (Tschebychef-Ungleichung)
Zeigen Sie fiir eine beziiglich eines Mafles p auf X meflbare Funktion f : X —
[—o0, 0], C

piflz 0 <o [1flau o

Schlieflen Sie, [f # 0] ist o—endlich beziiglich g , falls [ |f] dp < oo .
AUFGABE 11:
Zeigen Sie fiir das Lebesgue-Maf8 £! auf X = [0, 1]

/(1/3:) dL(z) =00 und /(1/\/5) dct(z) = 2.
[0,1] [0,1]
(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Beppo Levi.)

AUFGABE 12: (Fresnel-Integrale)
Diskutieren Sie fiir das Lebesgue-Ma8 £! auf X = [0, 00[ , ob die Lebesgue-Integrale

/ cos(a?) AL (z) und / sin(z?) L) ()

[0,00( [0,00(

existieren.

Abgabetermin ist Donnerstag, 07.11.24.
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AUFGABE 13:
fr : X — C seien mef3bar beziiglich eines Mafles p auf X und

| fie] dp < o0,
>/

Zeigen Sie, die Reihe Y 77, fi konvergiert fast iiberall beziiglich p absolut und

/ifkd/i:§/fkdu-

AUFGABE 14:
u sei ein o—endliches Mafl auf X , und f: X — [—00,00] sei p—mefBbar. Zeigen Sie

IfI <Il f lpee(uy fast iiberall beziiglich p.
AUFGABE 15:

Es sei p ein Mal auf X und f € LP(u),g € L% (pu) mit 1 <r <p,q < oo und
11 1
ropoq

Zeigen Sie fg € L"(pu) und

19 ey <IHF llzegoll 9 llzagu -

(Hinweis: Verwenden Sie die Holder-Ungleichung.)

AUFGABE 16:

Es sei p ein Mafl auf X und f € LP(u) N L9 (p),1 < p < g < oo . Zeigen Sie f €
L"(p) fir 1 <p<r<g<oo und

)£ Dero <l £ eyl £ 1,

wobei

1A 1-A

r p q
Zeigen Sie weiter fiir p — mefbares g : X — [0,00],1 < p < o0,

119 oo < limint |1 g lzag -

(Hinweis: Verwenden Sie die Holder-Ungleichung und das Lemma von Fatou.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 14.11.24.
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AUFGABE 17:

Zeigen Sie fiir das Lebesgue-Ma8 L£! auf X = [0,1] und f(x) := log(1/x) , daB f €
LP(LY) fiir alle 1 < p < oo, aber f & L>(LY) .

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 11.)

AUFGABE 18:

Essei p ein Ma auf X , und fx — f in LP(u) fiir ein 1 < p < oo . Zeigen Sie fr — f
im Maf3 beziiglich p und geben Sie ein Beispiel an, fiir das f; nicht p—fast iiberall
gegen f konvergiert.

(Hinweis: Verwenden Sie die Tschebychef-Ungleichung aus Aufgabe 10 und betrachten Sie
das Beispiel aus Aufgabe 8.)

AUFGABE 19: (Variante des Konvergenzsatzes von Lebesgue)

fr, f+ X = C seien meBbar beziiglich eines Mafles p auf X,1 <p < oo,

fx — f im MaB beziiglich y

und
|fel <gr VkeN

fir gr,g € LP(p) mit
gk — g in LP(p).
Zeigen Sie fi, f € LP(u) und
fi—> £ i IP().
(Hinweis: Bilden Sie g:= g1 + > 3 Ik — gk—1| fiir || gx — go—1 [l o< 275 )
AUFGABE 20: (Konvergenzsatz von Vitali)

Es sei u ein Mass auf X und f, f € L'(u) . Zeigen Sie fr — f in L'(u) genau dann,
wenn

fr — f im Ma8B beziiglich p,
fr sind gleichgradig integrierbar beziiglich u , d.h.

V€>O:35>O:VAQXmessbarbeziiglichu,,u(A)gé:VkEN:/]fk\ <eg,
A

und

Ve > 0:3A C X messbar beziiglich p, u(A) < co: Vk € N: / |fr] <e.
X—-A



(Hinweis: Verwenden Sie die Tschebychef-Ungleichung aus Aufgabe 10, den Satz von Beppo
Levi oder den Konvergenzsatz von Lebesgue und den Satz von Egoroff.)

AUFGABE 21:

Zeigen Sie durch wiederholte Produktintegration

NG

t2 24..-2
/(1——)”dt: b Vi
n 13---(2n—1)2n+1

0

Schlieen Sie daraus mit der Wallisschen Produktdarstellung

22.42...(2k)? 1
T = lim (2%) —

2 koo 12-32.-- (26 — 1)2 2k’

daf

e}

/ e dt = NS

—00

(Hinweis: Verwenden Sie den Konvergenzsatz von Lebesgue.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 21.11.24.
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AUFGABE 22:

Es sei p ein Mafl auf X , I C R ein offenes Intervall und f : I x X —
R mit f(¢,.) integrierbar beziiglich p fiir jedes ¢ € I und in der ersten Variablen parti-
ell differenzierbar mit

|0cf(t,z)| < g(x) furalle (t,x) € I x X

und ein g € L'(u) .
Zeigen Sie t+ [ f(t,z) du(x) ist differenzierbar und

%/f(t,x) du(z) = /@f(t,x) du(z) firalle t € I.

(Hinweis: Verwenden Sie den Konvergenzsatz von Lebesgue.)

AUFGABE 23:

Es sei P := {(zr)keny | 2 € C,> poq|zp? < oo }firl < p < oo und [® :=
{(zk)ken | zr € C,supgey |2k < 0o } mit den Normen

& /p
I e lpi= (3 Jeal?) " fir 1< p < oo,
k=1
| (xk)ken ||oo:= sup |zg|.
keN

Wir schreiben e := (5kl)l€N S ﬂlgpgoolp mit 6y ;=1 fiir k=1 und 6 :=0 fiir k #1 .
Fir (1/p) 4+ (1/q) =1 betrachten wir die normerhaltendenen Einbettungen

19 < (IP)*

aus der Vorlesung, d.h. jedes y = (yx)ren € 9 erzeugt ein stetiges lineares Funktional
auf [P durch

o

r = (zk)ken € P = Y Ty

k=1
Zeigen Sie fiir 1 < p < oo sind diese Einbettungen surjektiv, also gilt 19 = (IP)* .
(Hinweis: Betrachten Sie fiir A € (IP)* die Folge yi := Aey, .)
AUFGABE 24:
Zeigen Sie fiir borelmefibares f : R™ — [0, o0]

/f dﬁ”:/.../f(:cl,...,:cn) det(zy) ... dLM(zy).




AUFGABE 25:

Berechnen Sie

£25:0) = [ xn,0 4L

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Fubini.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 28.11.24.



Universitdt Tiibingen
Fachbereich Mathematik

Professor Dr. R. Schitzle 28.11.24
Dr. N. Jork

Maf3- und Integrationstheorie
WS 2024 /25
7.Ubung

AUFGABE 26:
L' sei das Lebesgue-MaBl und v das Zahlma$ auf [0,1] . Zeigen Sie, da die Diagonale
A :={(z,z) | z €[0,1] } meBbar beziiglich des Produktmafies £!® v ist und

(L' ®@v)(A) = oo,
(L' @v)({z} x [0,1]) =0 V<€ [0,1],
(L' @v)([0,1] x {y}) =1 Vyelo,1].

Zeigen Sie weiter

[ [xa@w @ avw) =021= [ [xale) auty) de' o)

(Hinweis: Zeigen Sie, daf§ die Projektionen m,,m, mit (z,y) — x,y meBbar beziiglich
L'®v sind, d.h. fir A, B C [0,1] messbar beziiglich £ bzw. v sind 7, '(A) und 7! (B)
messbar beziiglich £!® v .)

AUFGABE 27%*:

Es seien p,v,0 Mafle auf den Mengen X,Y,Z und p und o seien o—endlich. Zeigen
Sie

(HRV)®o=p® (Vo).

Gilt dies auch ohne die Annahme der o—Endlichkeit von o 7
(Hinweis: Zeigen Sie fiir pu,v = £, Z = {0},0(Z) = 00, D := {(z, )|z € R} , dass

L' (L'@o))(DxZ)=c0#0= (L' LY ®0)(D x Z).)

AUFGABE 28:(Fundamental-lemma der Variationsrechnung)
Essei fe LP(Q):=LP(L"N),1 <p <00,Q2CR" offen mit

/fg AL =0 Vg e C(Q).
Q

Zeigen Sie f = 0 fast {iberall beziiglich £" .
(Hinweis: Betrachten Sie die normerhaltende Einbettung LP(Q) — L9(2)* mit p~! +
¢ ' =1 und verwenden Sie die Dichtheit von C§°(€2) in L4(£2) .)



AUFGABE 29:
Zeigen Sie fiir f € LP(L"),1 <p < oo, dass

\illif—r:o | f(.+h) = f llp@n)= 0.

(Hinweis: Approximieren Sie f mit g € CJ(R™) .)
AUFGABE 30:

Berechnen Sie das Volumen des Kegels mit abgeschlossener Grundfliche A C R? und
Hohe h >0, d.h.

Kegel .= {ta+ (1 —t)hes |a € A,0<t <1},

als

L3(Kegel) = %hﬁQ(A).

(Hinweis: Wenden Sie den Satz von Fubini auf £3 = £2® £! an und verwenden Sie
L2(AS) = N2L2(S) )

Bearbeiten Sie vier der finf Aufgaben.
Abgabetermin ist Donnerstag, 05.12.24.
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AUFGABE 31:
Es seien f,g € L'(L") . Zeigen Sie fiir £" — fast alle x € R™ ist

(y fl@—y)gly) € L'(L"),

(- (7% /f v~ )a(y) L)) € L (L"),

und
I f*glloiey<Iflloiey gz -

(Hinweis: Betrachten Sie zuerst borelmefibare f,g wund verwenden Sie den Satz von
Fubini.)

AUFGABE 32:

Es sei p ein Mafl auf einer Menge X , und f: X — [0,00] sei meBbar beziiglich u .
Zeigen Sie

{(z,t) | f(z) >t >0} ist meBbar beziiglich u ® L,
<t = u(f > t)> ist meBbar beziiglich £,

und
o0

/ (f >t)dc(¢ /fd,u

0
(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Fubini.)
AUFGABE 33: (Uberdeckungssatz von Wiener)
Zeigen Sie fiir endlich viele Béalle B, (z;) CR",i =1,...,N existiert S C {1,...,N}
mit

{By, () }ics sind paarweise disjunkt,
U1 By, (i) € Uies Bsg, (:)-
(Hinweis: Nehmen Sie g1 > ... > oy an.)

AUFGABE 34:

Eine Funktion f:R"™ — [—00,00] heifit ober- bzw. unterhalbstetig, wenn

f(x) > limsup f(y) bzw. f(z)<liminf f(y).

y—T y—x



Zeigen Sie ober- bzw. unterhalbstetige Funktionen sind borelmeBbar.
(Hinweis: Zeigen Sie, dal [f < «] bzw. [f > a] offene Mengen sind.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 12.12.24.
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AUFGABE 35: Fiir ein Radon-Maf§ p auf R" und f € L} (1) , d.h. XBgr(0)f € L (),
und f >0 setzen wir

BDS Borelmenge

(fr)(S) = inf /f dp fiir S CR™
B

Zeigen Sie, fu ist ein Radon-Mafl und

(fu)(A) = /f dp  fiir A C R™ meBbar beziiglich p.
A

/g d(fu):/gf dp

fiir alle p—meBbaren ¢: X — [0,00] bzw. p—meBbaren ¢ € L'(fu) , und im zweiten
Fall gilt gf € L'(u) .
(Hinweis: Verwenden Sie Proposition 4.1.)

AUFGABE 36:
Es gelte fiir drei borelreguldre Mafle p, p1, o auf R™

Zeigen Sie weiter

w(A) = p1(A) + p2(A)  fiir alle Borelmengen A C R".

Zeigen Sie
w(S) = u1(S) + pa(S) fir alle S C R”,

und zeigen Sie weiter, p ist ein Radon-Mafl genau dann, wenn g1 und ps Radon-Mafe
sind.

(Hinweis: Verwenden Sie Proposition 4.1).

AUFGABE 37: (Lebesgue-Zerlegung)

Es sei p ein Radon-Mafl auf R”™ . Zeigen Sie es existiert eine Lebesgue-Zerlegung

M= Habs T Msing

in ein beziiglich L™ absolutstetiges Radon-MaBl pigps , d.h. L"(A) =0 = pgps(4A) =0,
und ein zu L" singuldres Radon-Mafl fi4ng , d.h. es existiert eine Borelmenge 2 C



R™ mit pr5ing(R™ —Z) =0 = L"(Z) , und zeigen Sie, diese Zerlegung ist eindeutig. Zeigen
Sie weiter
Dpsing =0 fast {iberall beziiglich £"

und
Dyiging = 00 fast {iberall beziiglich fig;pg-

(Hinweis: Verwenden Sie den Differentiationssatz.)

AUFGABE 38:

Fir ¢ : R — R monoton nichtfallend mit ¢(t—) := lim, ~ p(s), p(t+) := lime g @(s) ,
definieren wir das Lebesgue-Stieltjes-Mafl durch

oo

1(S) := inf { 3 (o) — plart)) | S € UR2yJag, byl ax < by € R }
k=1

fir S CR . Zeigen Sie p ist ein Radon-Mafl auf R mit

p(la, b)) = p(b—) — pla+) fiir —oo <a<b<oo.

Abgabetermin ist Donnerstag, 19.12.24.
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AUFGABE 39:
Es sei ¢ :R™ — R" stetig, bijektiv, mit stetiger Inverse und mit

L"(A) =0= L"(p(A)) =0 fiir alle Borelmengen A C R".

Zeigen Sie es existiert ein borelmeBbares w € Li, (L"), w > 0 , mit

[rac = [(ropwacr

fiir alle borelmefibaren f : R™ — [0, 00] bzw. borelmeibaren f € L!(£") , und im zweiten
Fall ist (f o ¢)w € L*(L™) borelmeBbar.

(Hinweis: Zeigen Sie, das BildmaB p := ¢, 1(L£") ist ein Radon-MaB und absolutstetig
beziiglich £" . Wenden Sie dann den Differentiationssatz auf p an.)

AUFGABE 40: (Singuldre Funktion von Lebesgue)

Fiir ein Intervall [a,b] C R,a < b, definieren wir

®_([a,b]) :==[a,a+ (b—a)/3], P4([a,b]) :==[b— (b—a)/3,b],
Do([a,b]) :=la+ (b—a)/3,b— (b—a)/3].
Damit definieren wir rekursiv
J(),l = [0, 1],
und fir n € NJk=1,...,2""1

Inok—1 =P (Jn—1k), Jnak = Pr(Jn—1,k)
In,k = q)O(Jn—l,k)-

Wir setzen C), := Uzn:l‘]nJi‘ und die Cantor-Menge C' := Ny ,C,, . Zeigen Sie C' ist
kompakt,

271,71

Cno1=Cn+ Y Iny firneN,
k=1

LY Tnk) = (1/3)" fiir n € No,k=1,...,2"%
L£YC,) = (2/3)™ fiir n € Ny



und L1(C)=0.

Nun sei ¢(0) :=0,¢ := (2k—1)27" auf I,,, und ¢(t) :=sup{p(s) | s € [0,1]-C,s <
t} fiir t > 0 . Zeigen Sie ¢ ist stetig, nicht-fallend, ©([0,1]) = [0,1] , aber ¢’ =0 fast
iiberall beziiglich L' | also

1
[ at=021=p - w0
0

AUFGABE 41:
Essei fe LY(LY) und F(t) == fgf dL! . Zeigen Sie, daB F absolutstetig ist, d.h.

Ve>0:30>0:V—oco<a1<bh <...<a, <b, <oco:

n

S (b —ag) < 0= > [F(by) — Fla)| <z,
k=1 k=1

und insbesondere £!'—Nullmengen wieder in Nullmengen abbildet. Zeigen Sie weiter, daf
F fast iiberall beziiglich £' differenzierbar ist und

F'=f L' — fast iiberall.

AUFGABE 42:

Es sei f:R"™ — R™ lokal lipschitzstetig. Zeigen Sie, dal Df(z) = 0 fiir L"—fast alle
re|[f=0].

(Hinweis: Zeigen Sie fiir fy(z) := (f(ox) — f(0))/0 , daB8 f, — Df(0) gleichméBig
auf Bj(0) , falls f differenzierbar in 0 ist, wobei D f(0) als Abbildung R” — R™
aufgefasst wird. Nehmen Sie weiter an, dass f(0) = 0 und 0 ein Lebesguepunkt von

X(f=0] € Lip(L") ist.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 09.01.25.
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AUFGABE 43:
Essei ¢ : R — R monoton nichtfallend und absolutstetig wie in Aufgabe 41. Zeigen Sie

b
Lp(b):ap(a)—i—/tp/dﬁl fir —oo<a<b<oo.

a

(Hinweis: Zeigen Sie, daf§ das Lebesgue-Stieltjes-Maf} erzeugt durch ¢ aus Aufgabe 36
absolutstetig beziiglich £! ist, und wenden Sie den Differentiationssatz an.)
AUFGABE 44:

Berechnen Sie das Volumen der Kugel im dreidimensionalen euklidischen Raum

43

[’3(B7"(0)) = 3

(Hinweis: Fiihren Sie Kugelkoordinaten f(r,p,0) := (rcospsiné,rsingsinf,rcosf)
ein.)
AUFGABE 45:

Berechnen Sie das Integral

/e_(x2+y2) dL?(z,y) =
R2

mit Hilfe von Polarkoordinaten (z,y) = r(cos ¢,sin ) und der Substitutionsformel aus
der Vorlesung. Zeigen Sie damit und mit dem Satz von Fubini

/ et dt = N
vgl. Aufgabe 21.

AUFGABE 46:
Zeigen Sie fiir borelmefibares f : R™ — [0, o0]

o0

/f dL" = / / L f(rw) dareayp, (o) (w) dct(r)

0 8B1(0)



und schlieflen Sie
areapp, (0y(0B1(0)) = nL"(B1(0)).

(Hinweis: Betrachten Sie eine lokale Parametrisierung ® : U C R*! — 9B;(0) und
wenden Sie die Substitutionsformel auf ¥ : U x]0,co[— R™ mit ¥(y,r) := r®(y) an.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 16.01.25.
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AUFGABE 47:

M C R™ sei eine C* — n—Untermannigfaltigkeit von R™,n,k € N, und &, :
Uai>M NVy, Uy C RV, C R™ offen,a = 1,2, seien zwei lokale Parametrisierungen
mit Ubergangsabbildung

P10 := Byl 0By Upp = O UM NV N Vo) oUsy i= By (M NV NTA).

Zeigen Sie 12 € C*(Una) .

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz iiber inverse oder implizite Funktionen.)

AUFGABE 48:

Es sei f : {x, > 0} NR® — R"™ eine Lipschitz-Abbildung mit kompaktem Tréger
[f # 0] C Bgr(0) . Zeigen Sie

/ div f AL" = — / Fal,0) AL (1),
Rn—1

[xn>0]

wobel div f:= )", 0;f; fast-iiberall beziiglich L£™ definiert ist.

(Hinweis: Verwenden Sie die Sétze von Fubini und Rademacher.)

AUFGABE 49: (Stereographische Projektion)

Die stereographische Projektion T : B;(0) — {e3}—>R? ordnet jedem Punkt der Ein-
heitskugel p € dB1(0) € R3,p # e3 , den Schnittpunkt der Gerade durch p und e3 und
der Ebene R? x {0} 2 R? zu, d.h.

T(z,t) = % fiir (z,t) € 0B1(0) — {es}.

Zeigen Sie die Inverse ® : R2-=50B;(0) —{e3} ist eine lokale Parametrisierung eines Teils
der Einheitskugel mit induzierter Metrik

4
9ij(x) := (0;®(x),0;®(x)) = W%‘
mit d;; := 1 fiir ¢ = j und andernfalls := 0, insbesondere ist ® winkeltreu bzw. konform,
d.h.
cos <(D®(z).v, DP(z).w) = cos < (v,w) := v, w). fiir z,v,w € R v,w # 0.

ol fw



AUFGABE 50:(Gramsche Determinante)
Es sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (,) . Fiir vy,...,vx € V' ist die Gramsche
Determinante definiert durch

Gr(vi,...,vg) := det((vs, v;)).
Zeigen Sie
Gr(vn,. .- veors v +v1) = Gr(vn, . .. vg)
und schlieflen Sie i
GT(Ul, . 7Uk) = H ‘ﬂ'span{vl,...,vi_ﬂlvi’27
i=1
wobei my 1V — U die orthogonale Projektion auf den Unterraum U C V' bezeichnet,

also insbesondere Gr(vy,...,vx) # 0 <= v1,...,v; sind linear unabhéngig.
(Hinweis: Verwenden Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 23.01.25.
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AUFGABE 51:
Zeigen Sie fiir jede offene, beschrinkte Menge (2 C R™ mit Lipschitzrand und &duflerer
Einheitsnormale vq an 0f)

areagp, (0y(0B1(0)) # 0 fiir 0 € Q,

x
/W -vq(z) dareapg () = ) -
s 0 fiir 0 & €.

(Hinweis: Zeigen Sie div(z/|z|") =0 fiir x # 0 und verwenden Sie den Satz von Gauf.)
AUFGABE 52*:

Das durch eine Ladungs- oder Massenbelegung der Dichte o, die borelmessbar, beschrénkt
und mit kompaktem Triger in R? ist, erzeugte Potential ¢ ist gegeben durch

o(x) == / ’xQ(_y)y’ dy fiir z € R,
R3

und F := —grad ¢ ist die elektrische Feldstérke oder die Schwerkraft.
Zeigen Sie, dass ¢ stetig differenzierbar in R? ist, und fiir © C R? offen, beschriinkt
mit Lipschitzrand und &usserer Einheitsnormale vq , dass

/F - vq dareagn = 47T/g dc”.
o0 Q

Zeigen Sie weiter fiir 0 = xp, (o) gilt

Fa) x 4rr3 /3 fiir x| > 7,
xT)=——0x
jz? 4r|z|3 /3 fiir 0 < |z| <7,

d.h. die Schwerkraft einer homogenen Kugel ist gleich der Schwerkraft der im Ursprung
konzentrierten Masse der Kugel, wobei bei Punkten innerhalb der Kugel nur die Masse
der Kugel unterhalb des Punktes beitrigt.

AUFGABE 53:

Eine Metrik (gij)ij=1..n € CF1(V),k € N, auf einer offenen Menge V C R" ist




eine Abbildung von V in die Menge der positiv definiten Matrizen. Wir setzen (¢g%) =
(9i)~", 9 = det(g))
(gradyf)t = g“0;f fiir f € CLV,R),i=1,...,n,
divgf = =0i(\/gf") fir f € CY(V,R"),k > 2,
A, f = divggrad, f = %ai(\/ggiﬂ’ajf) fir f € C2(V,R), k > 2,
wobei wir iiber Indices, die als untere und obere Indices auftreten, von 1,...,n summieren.
Fiir einen C*—Diffeomorphismus ¢ : U—V  der offenen Menge U C R" auf V
definieren wir die Pullback-Metrik ¢ = ¢*g beziiglich ¢ auf U durch
grs = argpias@j (gij © 90)'

Zeigen Sie

gradz(f o ) 0" = grady(f)iop fir f € CYV,R),i=1,...,n,
divg((De)~L(f o p)) = divg(f) o ¢ fiir f € CH(V,R"), k > 2,
Ag(fop)=Ag(f)oyp fir fe C*(V.R),k>2.

(Hinweis: Wenden Sie beim Beweis fiir die Divergenz die Substitutionsformel auf
[ divg(f)¢ dpg fiir ¢ € C§(V) und pg = \/gL"|V an.)

AUFGABE 54:

Es sei M CR™ eine C**! —n—Untermannigfaltigkeit von R™, k > 0 . Zeigen Sie jedes
Vektorfeld f € C*(M,R™) auf M kann eindeutig in Tangential- und Normalanteil

f — ftang + fJ_

zerlegt werden, d.h. f1%9(z) € T, M, f+(z) € N,M fiir alle € M , und weiter gilt
ftang7fJ_ c Ck(M, Rm) )

AUFGABE 55:

Eine C? — n—Untermannigfaltigkeit M von R™*! kann nach Translation und Rotation
lokal als Graph

M N B,(0) = graph ¢ N B,(0)
einer Funktion ¢ € C?(BJ(0),R) mit ¢(0) = 0,Vp(0) =0 dargestellt werden. Zeigen Sie

—

H);(0) = spur D*p(0) epy1.

Bearbeiten Sie vier der finf Aufgaben.
Abgabetermin ist Donnerstag, 30.01.25.
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AUFGABE 56:
Es sei M eine C? — n—Untermannigfaltigkeit von R"*! mit C!'—Einheitsnormalenfeld

v . Zeigen Sie

H M = —V divyv.
AUFGABE 57:
Wir betrachten den Vektorraum CQ(R™) mit der Supremumsnorm | f [:=
supgn | f| fiir f € CJ(R™) als normierten Vektorraum. Zeigen Sie, zu jedem stetigen,
linearen Funktional A auf C§(R") existiert ein endliches Radon-MaB p auf R ;| d.h.
1(R™) < oo, und eine borelmefibare Funktion o : R"™ — 9B1(0) C C mit

Af = /fa dp  fiir alle f € CJ(R™)

und p(R") = A .

(Hinweis: Verwenden Sie den Darstellungssatz von Riesz in der vektorwertigen Version.)
AUFGABE 58:

Zeigen Sie fiir ¢ € C}(R™) , dass

| / - div p(a) AL"@)] <] @ (o

also erweitert ¢ € CJ(R™) — [(z/]z]") - div ¢(z) dL™(z) zu einem stetigen, linearen
Funktional auf CQ(R™) . Bestimmen Sie nach dem Darstellungssatz von Riesz in der
vektorwertigen Version das Radon-Mafl p auf R® und die borelmefbare Funktion o :
R™ — 0B;1(0) C C mit

/% ~div p(x) dL"(x) = /90 w0 dp fiiralle p € Go(R").
xr
Q

(Hinweis: Verwenden Sie den Integralsatz von Gauss und beachten Sie Aufgabe 51.)
AUFGABE 59:

Es sei ¢ ein stetiger komplexer Homomorphismus auf C§(R") , d.h. ¢ : CQ(R™) — C ist
stetig, linear und ¢ (fg) = @(f)e(g) fiir f,g € CJ(R™) . Zeigen Sie, fiir ¢ # 0 existiert
ein xp € R" mit

o(f) = flwo) fir alle f € CYR).



(Hinweis: Verwenden Sie den Darstellungssatz von Riesz und zeigen Sie fiir offene, dis-
junkte Mengen U,V C R"™  daBl u(U) = 0 oder u(V) = 0 . Zeigen Sie anschlieffend, dafl
der Triager spt p:=R" —|J{U CR" offen | u(U) =0 } nur aus einem Punkt besteht.)

Keine Abgabe.
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AUFGABE 60:
Essei A:CJ(R™,C)— C ein lineares Funktional und g ein Radon-Mass auf R" mit

Af1< 1l du vr e o, o).

Zeigen Sie, es existiert eine beschrinkte, borelmessbare Funktion ¢ : R™ — C mit
Af = /fa dp Vf € CYR",C).

(Hinweis: Fiir reelles, komplex-lineares A im Sinne Af € R fiir f € CJ(R™,R) schrei-
ben Sie mit dem Darstellungssatz von Riesz, Satz 7.1, [ fdp— Af = [ fdv fiir ein
Radon-Mass v < 2 auf R™ und wenden anschliessend den Satz von Radon-Nikodym
an. Schreiben Sie schliesslich A = A, + iA; mit reellen, komplex-linearen Funktionalen
Ay, A; auf CJ(R™,C) in obigem Sinn.)

AUFGABE 61:

v, A seien Mafle auf X und A eine o—Algebra aus p—,v — und A—meBbaren
Mengen. Zeigen Sie

vLA Y lap=vr=0

und
ALAV Y L g = A <Y [

Zeigen Sie im zweiten Fall, falls pu,v, A alle o—endlich beziiglich A sind,
dA d\  dv

TMA_E.AT,U,A.

Zeigen Sie fir p <y v, v <4 p gilt (dv/ dup)a #0 fast iiberall beziiglich u bzw. v .
AUFGABE 62:

pund v seien zwei Mafle auf X und A eine o—Algebra von p — und v—meflbaren
Mengen. v sei endlich und v <4 p . Zeigen Sie

Ve>0:§|6>0:VA€A:(,u(A)<6:>y(A)<e>.

AUFGABE 63:
Essei p ein Mafl auf X , und v(S):=0, wenn u(S) =0 und v(S) := co, wenn pu(S) >




0 . Zeigen Sie v ist ein Mafl auf X, A, = P(X) und v <4, ¢ . Bestimmen eine Radon-
Nikodym-Ableitung von v nach p .

AUFGABE 64:

pwund v seien zwei Male auf X und A eine o—Algebra von g — und v—mefibaren
Mengen. p sei endlich und v <4 i . Zeigen Sie, dafl eine Menge B € A existiert mit

v(A) =0 oder v(A) = oo,
v(A)=0= pu(A)=0

fir alle A C B,A € A, und v[(X — B) ist o—endlich beziiglich A . Zeigen Sie
damit, dafl der Satz von Radon-Nikodym fiir v, gilt, wenn nur o—Endlichkeit von
1 beziiglich A angenommen wird.

(Hinweis: Betrachten Sie D = {B € A|VA C B,A € A: v(A) = 0oder v(A) =
oo } und a := suppgep pu(B) .)

AUFGABE 65:

Es sei [P = LP(v) fir das Zéhlmal vaufNundl < p < oo, dh. P =
{(@i)ien | 22 |miP < oo }firl < p < oo bzw. I = {(2;)ien | sup®, |zi| < oo } .
Zeigen Sie, zu jedem stetigen, linearen Funktional A auf [P fiir 1 < p < oo existiert ein
(yi)ien €191 < g <oo,p~' +¢ 1 =1, mit

o
A(wi)ien = > _wy; fiir alle (z;)ien € I7.
=1

(Hinweis: Setzen Sie y; := Ae; mit e; := (d;5)jen € I )

Keine Abgabe.



