Analysis 111

Maf3- und Integrationstheorie

Reiner Schétzle
Wintersemester 2024/25
Universitat Tiibingen






Inhaltsverzeichnis

I Mafltheorie

1 Abstrakte Integration
2 [P—R&ume

3 Produktridume

4 Das Lebesgue-Mafl auf R”

II Integralsitze
5 Divergenzsatz - Der Integralsatz von Gaufl

6 Der Divergenzsatz auf Mannigfaltigkeiten

III Mafltheorie 11

7 Der Darstellungssatz von Riesz

8 Der Satz von Lebesgue-Radon-Nikodym
9 Hausdorff-Mafle

10 Isodiametrische Ungleichung

11 Flichenformel

IV  Appendix
A Lipschitzabbildungen
B Zerlegung der Eins

C Dualitiat in Hilbertraumen

22
31

38

57
57

63

70
70
78
88
94

98

106
106
111

112






Teil I
Maf3theorie

1

Abstrakte Integration

Definition 1.1 Eine Abbildung p: P(X) +— [0,00] heifst MafS auf der Menge X , falls

o u(0) =0,

o n(4)< & pAe) fir AC URy Ak € X

Fir AC X heifst plA , definiert durch

(ulA)(B) :=u(BNA) VB e PX),

die Restriktion von p auf A .

Eine Menge A C X heifst p-mefbar oder mefsbar beziiglich u , falls

VS C X :pu(S)=pu(SNA)+ u(S—A). (1.1)

Bemerkungen:

1. Ublicherweise wird g wie in Definition 1.1 ein #uBeres Mafi genannt, und die

Einschrinkung von p auf die mefibaren Teilmengen ein Mafl genannt. Wir werden
aber sehen, dafl es sehr niitzlich sein wird, dafl auch nicht-meflbaren Mengen ein
Wert durch p zugeordnet wird.

. Wegen der Subadditivitét, geniigt es fiir die Mef3barkeit

p(S) = p(SNA)+pu(S—A) VS C X, u(S) <oo (1.2)
Zu zeigen.

A C X ist genau dann p—meBbar, wenn X — A meBbar beziiglich p ist. Weiter
sind die p—mefBibaren Mengen fiir alle S C X auch (u|S)—mefbar.

. Ist p(A) =0, soist A meBbar beziiglich p und heisst eine p—Nullmenge. Weiter

heifit eine p—meBbare Menge A C X lokale pu—Nullmenge, falls
VB C A mefbar beziiglich p : u(B) = 0 oder p(B) = cc.

Beispiele:

1. Das Zéhlmafl v auf einer beliebigen Menge X ist definiert durch

() #(S) := Anzahl der Elemente von S, falls S endlich ist,
v(S) =

0, falls S unendlich ist.

Man sieht leicht, dafl alle S C X meBbar beziiglich des Zahlmafles sind.



2. Fir S CR" definieren wir das n—dimensionale Lebesgue-Mafl auf R™ durch

En(S) lnf{ZH b/ﬂ — a/m) | S C Uk 1 H a/m,b/m ap; < br; € R }

k=1i=1

Man sieht leicht, daf alle Intervalle [[! ,]a;,b;| und mit der folgenden Proposition
alle offenen und abgeschlossenen Menge L£"—meBbar sind. Weiter gilt L£"(a+AS) =
APL™(S) fiir A > 0 . Aus der Definition erhalten wir

n

ﬁ az,z ﬁb_az
1 =1

Gleichheit im Eindimensionalen
LY ([a,8]) = £1([a,b]) = L} (Ja,b]) = L' (Ja,b]) =b—a (1.3)

sieht man leicht, wihrend wir Gleichheit im Mehrdimensionalen erst durch den Satz
von Fubini erhalten.

d

Einfache Eigenschaften mef3barer Mengen sind in der folgenden Proposition zusammenge-
stellt.

Proposition 1.1 pu sei ein Maf$ auf X , und {Ag}ren sei eine Folge von p—mefbaren
Mengen. Dann gilt:

Upe 1 Ak, N A sind wieder p — mefbar, (1.4)
w(Up 1 Ag) = Z,u (Ag) fir A paarweise disjunkt, (1.5)
u(UpZ  Ag) = klgglo w(Ag)  fir A C Ak, (1.6)

P Ax) = lim p(Ay)  fir A 2 A1, p(Ar) < oo. (L.7)

Beweis:
Da die Ag, k € N, py—meBbar sind, gilt fiir alle S C X

w(S) = p(SN A+ p(S—A) =
= (SN A+ p((S — A1) N Ag) + p((S — A1) — Az) >
> ,U,(S N (A1 U Ag)) + ,U,(S — (A1 U Ag))

Somit sind A; U As und alle endlichen Vereinigungen auch p—mefbar. Da
— (A1 ﬂAQ) = (X — Al) U (X — Ag),

sind A; N Ay und alle endlichen Durchschnitte auch p—mef3bar.



Sind die Aj paarweise disjunkt, so gilt fiir B; := Uf,C:lAk

1(Bis1) = p(Brea N A1) + p(Bigpr — A1) = (A1) + p(Bi)

und mit Induktion l l
() = o

Daraus folgt

also (1.5) mit Subadditivitét.
Zum Beweis von (1.6) sehen wir mit (1.5)

Jim w(Ag) = u(Ar) + ;M Apy1— Ap) = ( U Ak)

Fiir v := u|S, u(S) < oo, sind Ay und B; := Uf,C:lAk C Bjy1 auch v—meBbar, also mit

(1.6)

(50 (O ) = (s 0o = o 0m0) oo( (Yox—0) <

k.f
< lim v(Bg) + lim v(X — By) = v(X) = u(S),
k—o0 k—o0
und UP2, Ay ist p—meBbar. Da
oo

—ﬂ UX Ap),
k=1

ist N2, A, auch p—mefbar.
Zum Beweis von (1.7) rechnen wir mit (1.6) und Subadditivitét

p(AL) = lm p(Ay) = lim (4 - (U A1) = p(Ar) -

also -
lim u(A,) < ( A)
Jim pu(Ag) < o Dl k)

und Gleichheit folgt mit Monotonie.

Obige Proposition legt folgende Definition nahe.

Definition 1.2 Fine Familie A C P(X) heifst o — Algebra auf X , falls

o . XeA,

o(14)

/1]



e AcA=X-Ac A,
° AkEAiuzo:lAkGA.

Fiir ein Maf8 p auf X setzen wir A, die o—Algebra der p—mefbaren Mengen.

Beispiel:
Da der Schnitt von o—Algebren wieder eine o—Algebra ist und P(X) eine o—Algebra
ist, erzeugt jede Familie F C P(X) eine kleinste o—Algebra, die F enthiilt.

Auf X =R"™ oder allgmeiner auf einem topologischen Raum X heifit die kleinste
o—Algebra B, die die offenen bzw. abgeschlossenen Mengen enthilt, die Borel o—Algebra
und ihre Elemente heiflen die Borelmengen.

Fiir das n—dimensionale Lebesgue-Mafl auf R"™ sehen wir, daf3 alle Borelmengen
mefbar sind.

d

Definition 1.3 Eine Teilmenge A C X heifst o—endlich beziiglich eines Mafles
u und einer o— Algebra A auf X |, falls

AcC G Ay,
k=1

fir eine Folge von (Ap)ken € A mit u(Ay) < oo . Fir A = A, nennen wir
A kurz o—endlich beziiglich u .

Das Maf$ u  heifit endlich bzw. o—endlich, falls p(X) < oo bzw. X insgesamt
o—endlich beziiglich A, ist.

Wir kommen nun zu dem Begriff der mefibaren Funktion.

Definition 1.4 Es sei
[0, 0] = RU {0},

wobei o0 = 400 # —oo € R zwei Symbole sind. Wir erweitern die Ordnung und die
Rechenregeln von R auf [—oo,00]  durch

—o<a<oo VaeR,

a+oo=00+a:=x V—oo<a< oo,
a—o0o=—-00+a:=—-—00 V—o0<a< oo,
(o0)(£a) = (£a)(+o0) ;=00 V0 < a < oo,
(£00)(Fa) = (Fa)(£x) := —00 V0 < a < oo,

+00-0=0"(£o0) :=0.

00— o0 bzw. — oo+ 0o sind nicht definiert.



d

Definition 1.5 A sei eine o—Algebra auf X . Eine Funktion f:X — [—00,00] heifit
A—mefbar oder mefbar beziiglich A , falls

la < f<b):=fYa,b)) €A firalle —oco<a<b< oo.

Eine Funktion f:X — C heifst A—mefbar, falls Re(f),Im(f): X — R C [—o0, 0]
meflbar beziiglich A sind.

Eine Funktion f auf einem topologischen Raum X  heifst borelmeflbar, falls sie
mejfSbar beziiglich der Borel o—Algebra von X ist.

Fiir ein Mafs p auf X heifit eine Funktion f: X — [—00,00],C mefbar beziiglich
p bzw. p—meflbar, wenn f beziglich A, mefsbar ist.

d

Bemerkung:
Eine Funktion f:X — [—00,00] ist genau dann A—meBbar, wenn

[~oo < f<a]=fY[~o00,a]) € A fiir alle a € R
oder
[~o0o < f <a] = f'([~o0,a]) € A fiir alle a € R.
Eine Funktion f: X — C ist genau dann A—mefibar, wenn
' (a,b[x]e,d]) € A fiir alle a < b, ¢ < d,

oder, da jede offene Menge eine abzdhlbare Vereinigung von Intervallen der Form
la,b[x]c,d] ist, wenn
fYU) € A fiir alle offenen U C C. (1.8)
Da
F:={BCC|f(BeA}

eine o—Algebra auf C ist und alle offenen Mengen enthéilt, ist die Borel o—Algebra
B C F und somit

f~Y(B) e A fiir alle Borelmengen B C C. (1.9)

d

Einfache Eigenschaften mefibarer Funktionen sind in der folgenden Proposition zusam-
mengestellt.

Proposition 1.2 A sei eine o—Algebra auf X und f,g: X — Cund fr : X —
[—00,00],k € N, seien A—mefbare Funktionen, und ¢ : C — C sei borelmessbar, z.B.
stetig. Dann sind

f+9.fa.lfl,f,eof,

min(f, g), max(f, g), falls f,g: X = R,
flg, falls g(z) # 0 Vz € X,
sup fx, inf fx,limsup fz, liminf f,
keN keN k—oo k—o0

wieder A—mefbar.



Beweis:

Fiir stetiges ¢ und offenes U C C ist ¢ }(U) C C wieder offen, insbesondere eine
Borelmenge von C , und ¢ ist borelmessbar. Fiir borelmessbares ¢ : C — C und offenes
UCC ist o }(U)C C mit (1.8) eine Borelmenge und weiter mit (1.9) ist

(po /)M U) = f 1 (D)) € A

Daher ist ¢ o f mit (1.8) meBbar beziiglich A .

Betrachten wir insbesondere (z) := |z|, Z , so sehen wir, daB8 |f|, f meBbar beziiglich
A sind. Fiir den Rest geniigt es, f,g: X — R zu betrachten. Fiir die stetige Abbildung
0 :C— R,p(2) := Re(z) + Im(z), gilt

f+g=¢9o(f+ig),

und f+g¢g ist A—meBbar. Da die Abbildungen (a,b) — a-b,max(a,b), min(a,b) stetig
sind, sind auch fg, max(f,g), min(f,g) meBbar beziiglich A .

Da
[-oo <sup fr <a] = () [-o0 < fr <,
keN keN
[-oo < inf fr <a] = U [-00 < fi <,
keN kEN
sind Suppen fx,  infren fx meBbar beziiglich A . Gleiches gilt fiir

lim supy,_, o fi, iminfy o fi , da

limsup fr = inf sup fr, liminf fx = supinf fx.
k—o00 leN > k—o0 leN k=1

Fiir g(z) # 0 Vo € X beachten wir 1/z = z/|z|? fiir z # 0 und betrachten ¢}, : C —
C mit pi(z) :=2/(|z|*> + k72) fiir z € C . Da ¢}, stetig sind, ist

lim (o0 9) = lim g/(gP + k) = g/lgI” = 1/9,

—00 k—o0

da g # 0 auf X |, meBbar beziiglich A , und somit ist auch f/g = f-(1/g) meBbar
beziiglich A .

/1]

Bemerkung:

Fiir A—mefbare Abbildungen f,g: X — [—00,00],sind f+g, fg, f/g jeweils auf einer in
A enthaltenen Menge definiert und .A—mefibar in dem Sinne, daB fix h = f+g, fg, /g
die Mengen

la <h<b=h"1ab])cA firalle —oo<a<b< oo

Folgende Zerlegung meBbarer Funktionen ist niitzlich.
Proposition 1.3 f: X — [0,00] sei mefbar beziiglich einer o — Algebra A auf X , und

ap >0 mit ap — 0,0, <> 7%, 00 Ve >1 und

f<M:= Zak €]0, oo].
k=1



Dann existieren A € A mit

o0
=Y onxa,-
k=1

Beweis:
Wir setzen
Ay = [f > o
und induktiv
k—1

= [fZOék‘i‘ZalXAl] fir k > 2.

Klarerweise sind A € A, und

[= ZO%XA;, (1.10)

Fir f(x) =M gilt x € A fiir alle k € N, also

ZO%XA,C Z%—M ().

Fir 0 < f(xz) < M gilt mit (1.10) fiir mindestens ein [ € N, dal « € A; . Fiir solches
[ haben wir

0< f(x Z arxa,(r) < og.
Sind dies unendlich viele solche [ € N mit z & A; , so erhalten wir mit einem Grenziiber-
gang und a; — 0, dafl
-1

f(x) <limsup <ZakXAk + al) ZakXAk

=0

Andernfalls wahlen wir [ € Nmitx € A;und ¢z € A,, fiir alle m > [ und erhalten
XA, (z) =1 fiir m >l und x4,(z) =0.Da oy <372, o, gilt

0< f(x ZakXAk <o < Z ak—zakXAk

k=Il+1

also

k=1
/1]

Bemerkung:
Im folgenden werden wir z.B. aj = k~! bzw. o, = 27 wiihlen.



Definition 1.6 Wir sagen eine FEigenschaft gilt fast dberall beziiglich eines Mafles
woauf X | falls die Eigenschaft fir x € A C X gilt und

u(X —A) =0.
d

Satz 1.1 (Satz von Egoroff) Es seien fr,f : X — C  mefbar beziiglich einer
o—Algebra A auf X, ein Maf$ auf X mit p(X) < o0, AC A, und

fe — f  fast dberall beziiglich p.

Dann ezistiert zu jedem € >0 eine Menge A€ A mit

:U’(X - A) <§g,
fu — f gleichmdflig auf A.

Beweis:
Fiir die Mengen

[e.9]

C@'j3:U[|fk_f|>2_i €A

k=j
gilt Cjy1 CCi . Da pu(X) < oo, gilt mit Proposition 1.1

lim M(Cij) = ,u(ﬂ;?‘;lC’ij) = 0.

J—00

Also existiert j; € N mit '
M(Ci,ji) <e2™.

Wir setzen A := X —U2,C;;, und sehen

X —A) <D u(Cy,) <e.
=1

Weiter gilt fiir i e Nk > j;,x € A

|fir(@) = f(a)] <277,
also fr — f gleichméflig auf A .

/1]

Verwandt mit der Fast-Uberall-Konvergenz ist die MaBkonvergenz.

Definition 1.7 fi, f : X — C seien meflbar beziiglich eines Mafles p auf X . Wir
sagen
fx = [ im Mafs beziiglich p,

wenn
w(|fe — fl>¢€)— 0 firk— oo und alle ¢ > 0.



a
Folgender Zusammenhang besteht zwischen Fast-Uberall-Konvergenz und MaBkonvergenz.

Proposition 1.4 fi, f: X — C seien mefbar beziiglich eines Mafles p auf X . Kon-
vergiert fr — f fast dberall beziiglich p und p(X) < oo , so konvergiert

fe = [ im Map beziglich p.

Konvergiert umgekehrt fi — f im Maf$ beziiglich p , so konvergiert fiir eine Teilfolge
/{?l — 0
fr, = [ fast tberall beziiglich p.

Beweis:
Da fr — f fast iiberall beziiglich u , gilt fiir alle € > 0

(O U, Ik — £l = €]) =o.

Da p(X) < oo folgt mit Proposition 1.1 (1.7)

limsup (| i = f| = &) < Jim p(UFE (1= 1] = €]) = 0.

k—o0

und fr — f im Maf} beziiglich p .
//

Da fr — f im Ma#f beziiglich pu , existiert fiir [ € N ein k; € N mit
:U'(’fk‘l - f‘ > 271) < 27l7
und weiter konnen wir k; * oo annehmen. Wir setzen
oo o0
A= = f1<27]
j=11=j

und sehen
fr, = [ punktweise auf A.

Andererseits gilt
X = A) < (Ul iy — FI =27 <l fi — 12 27]) <279,
I=j

also (X —A)=0,und fy, — f fast iberall beziiglich 1 .
/1]
Definition 1.8 Fine Funktion g: X — [—oo,00]|,C heifit einfach, falls
g9(X) endlich ist.

Fiir eine einfache, nicht-negative, beziiglich eines Mafes p auf X meffbare Funktion g
definieren wir das Integral von g beziiglich p

/g dp= Y tp(g=t).

0<t<oo



d

Proposition 1.5 g,h : X — [0,00] seien einfach, nicht-negativ und mefbar beziiglich
eines Mafles p auf X . Dann gilt

/(9+h)du=/gdu+/hdp, (1.11)

/(ag) dp = a/g dp  fir a >0, (1.12)

und, falls g < h,
/g dp < /h du, (1.13)

also insbesondere
/h dp = sup { /g du ‘ 0 < g < h ist einfach und p — mefbar } (1.14)

Beweis:
Essei g(X)={a1 <...<ar} CI0, oo] Ai=lg=ail,i=1,...,7und h(X) = {p1 <
. < By} C[0,00], Bj := [h Bjl,j=1,...,J . Klarerweise gilt

I J
X=) A=) B, (1.15)
=1 7j=1
I J
/g dp=> a;u(A;) und /h dp =" Bin(By). (1.16)
i—1 j=1

Wir setzen

und sehen J
AZ:ZCZ_] izl,...,I,
j=1
Bj = ilcu 7=1,...,J, (117)
i=
gt+h=oa;+p; aufCy,i=1,....1,5=1,...,J,
insbesondere

[g+h=7]= Z Ci; fiir 0 <+ < 0.
a’L+B]

Mit Proposition 1.1 (1.5), Definition 1.8 und (1.15) - (1.17) gilt

/(9+h)dM= Yo ovmgth=y= > 7#( 3 CU-):

0<y<o0 0<y<o0 a;+B="y

I J I J J !
:ZZ (0 + Bj) 1 Za,u ZCZ‘j)—FZﬂjN(ch)_
- j=1 j=1 i=1

i=1 j=1

10



J

=1 j=1

und (1.11) ist bewiesen.
Fiir 0 < o < oo ergibt sich mit der Definition des Integrals

[y dn=3 tutag=t)=a 3 (t/aluls = t/a) =

0<t<oo 0<t<oo

=a » su(9=8):a/gdu,

0<s<00

und fiir o = oo

/(oog) dp= " tuloog =1t) =oou(g>0)= Y ootu(g=1t)=

0<t<oo 0<t<oo

=00 Z t,u(g:t):oo/gdu.

Fir a=0 gilt [(0g) du=0u(X)=0=0/gdu, und (1.11) ist bewiesen.
Fir g <h ist h—gx[g<oo) einfach, nicht-negativ und p—mefbar mit Proposition
1.2, und es gilt h = g+ (h — gX[gy<o0]) - Daraus folgt mit (1.11)

/hduz/gdﬂ+/(h—g><[g<oo})dMZ/ng,

also (1.13).
/1]

Damit kommen wir zur Definition des Lebesgue-Integrals fiir nicht-negative, mefibare
Funktionen.

Definition 1.9 Fir eine nicht-negative beziiglich eines Mafles p auf X mefbare Funk-
tion f:X —[0,00] definieren wir das Lebesque-Integral von f beziglich

/f dp = sup{/g dp ' 0 <g < f st einfach und p — meflbar }

Um die Integrationsvariable herauszustellen, schreiben wir

[ #an= [ 1) auto).

Bemerkungen:

1. Die Definitionen des Integrals fiir einfache Funktionen in den Definitionen 1.8 und
1.9 stimmen mit (1.14) iiberein.

11



2. Eine analoge Approximation mit einfachen Funktionen von oben ist nicht sinnvoll,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Es sei X =]0,1],u = £, f(z) := 1/\/z . Da eine einfache Funktion ¢ nur end-
lich viele Werte annimmt, gilt fir ¢ > f und @ = maxg(X) — {0} < c© , daB
10,min(1,1/a?)[C [g=o00] ,also [gdL! =00, aber [fdLl=2< 0.

d

Einfache Eigenschaften des Lebesgue-Integrals sind in der folgenden Proposition zusam-
mengestellt.

Proposition 1.6 f,g : X — [0,00] seien nicht-negativ und mefbar beziiglich eines
Majes p auf X . Dann gilt
Jogdp< [fdu firg<f, (1.18)
[lafydp=a [ fdu fira>0, (1.19)
Jf dp < oo= p(f =00) =0, (1.20)
Jfdp=0= u(f>0)=0. (1.21)
Beweis:
(1.18) folgt direkt aus der Definition 1.9. (1.19) ist klar im Fall 0 < a < oo , da fiir

eine einfache, nicht-negative, p—meflbare Funktion ¢ die Funktion «ag wieder einfach,
nicht-negativ, p—mefbar ist und

g< f= ag<af firl<a< oo,
J(eg) dp=a [gdp.

Da [0du=0, folgt (1.19) fir =0
Da 00X(f=co] < f , gilt mit (1.18)

oop(f =o0) = /OOX[foo} dp < /f dp.

Ist [fdu< oo, so folgt
p(f =00) =0
und (1.20).
Da f < oox(fso » gilt mit (1.18)

/f dp < /OOX[f>O] dpp = oou(f > 0).

/fd,u:().

Gilt andererseits [ f du =0, so folgt mit (1.18)

Ist u(f >0)=0, so folgt

u(f > 1/k)Jk < / fdu=0,

12



also mit Proposition 1.1 (1.6)
p(f > 0) = WU > 1/K]) = Jim u(f > 1/k) =0,

und (1.21) ist bewiesen.
SchlieBlich zeigen wir (1.19) fiir a = oo . Es gilt ocof = cox[s>¢ und mit (1.21)

oo, falls pu(f >0) >0,
[ (08 dn = soutf > 0) = -
0, falls u(f >0) =0,

oo, falls [ f du >0,
= :oo/f du.
0, falls ff dp =0,

/1]

Die Additivitdt des Lebesgue-Integrals zeigen wir mit dem folgenden ersten wichtigen
Konvergenzsatz.

Satz 1.2 (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz von Beppo Levi) f;
X — [0,00] seien nicht-negativ, mefbar beziiglich eines Mafles u auf X wund

fe < frtr
Dann gilt
/kh—>rgofk du:kli—?go/fk du-
Beweis:

Mit (1.18) gilt [ fx du < [ fr41 dp , und es existiert

a:= lim /fk dp € [0, 00].
k—o0

Mit Proposition 1.2 ist f := limy_,o fr = supgenfr meBbar beziiglich p . Da fi < f,
folgt [ fr du < [ f dp aus (1.18) und

ag/me

Fiir die umgekehrte Ungleichung miissen wir mit Definition 1.9 zeigen, daf fiir alle einfa-
chen, nicht-negativen, p—mefbaren ¢g: X — [0,00] mit g < f

/g dp < a. (1.22)

Wie im Beweis von Proposition 1.5 sei ¢(X) = {ag < ... < ar} C [0,00],4; := [g =
a;l,i=1,...,1 . Wieder gilt

I I
X = ZAi und /g dp = Zam(Ai).
i=1 i=1

13



Fir aj_1 <m < oo gilt

lim [ min(g,m) du =

m—0o0

-1 I
= lim (Z%‘M(Ai) —|—min(0q,m),u(A1)> = Z%M(Az‘) = /g dp,
i 1=1

und wir kénnen 0.B.d.A a1 < ... < ay < co annehmen.
Fir 0 <7 <1 setzen wir

Ey = [fr > 1g] furkeN.

E, sind p—meBbar und Ej C Eipyp . Fir 2z € X mit g(x) > 0 gilt 7g(z) <
g(x) < f(x), da g(z) < oo, also = € Ej fir grofesk € N . Ist g(z) = 0, so gilt
79(z) =0 < fi(z) und = € E; . Zusammen folgt

X=JE (1.23)
k=1

Da 7xg,g9 < fr , folgt mit Proposition 1.6

I
/fk dp > /TXEkg dp = Zmiu(Ek N A;).

i=1

Da EpNA; C Ep1NA; und U, (ExNA;) = A; mit (1.23), erhalten wir mit Proposition
1.1 (1.6)

I I
— 1 dp > i (B0 A;) = (A;) = dp.
a=lim [ f; /uc_kggozgmzu( k0 A T;azu( i) T/g 7

Lassen wir 7 1, so folgt (1.22), und der Satz ist bewiesen.

/1]

Als einfache Konsequenz ergibt sich das sogenannte Lemma von Fatou.

Satz 1.3 (Lemma von Fatou) f;: X — [0,00] seien nicht-negativ, mefbar beziiglich
eines Mafes p auf X . Dann gilt

/lim inf f, dp < liminf/fk dp.
k—oo k—o0

Beweis:
Mit Proposition 1.2 sind g¢; := infy>; fr mefBbar beziiglich p und mit (1.18)

du < inf du.
/gz N_llcgl/fk H

Weiter gilt gr < gry1 und lim;_,, g; = liminfy_, o fi . Dann folgt mit dem Satz von der
monotonen Konvergenz, Satz 1.2,

/lim inf f, du = / lim g; dp = lim /gl dp < lim inf/fk dp = liminf/fk du.
k—oo l—00 l—o0 l—oo k>1 k—o0

14



/1]

Nun koénnen wir die Additivitéit des Lebesgue-Integrals zeigen.

Proposition 1.7 f; : X — [0,00] seien nicht-negativ und mef$bar beziiglich eines Mafes

w auf X . Dann gilt
[ fan=3 [ foan. (1.24)
k=1 k=1

Beweis:
Mit Proposition 1.3 existieren einfache, nicht-negative, p—meflbare Funktionen fj; mit

frj /7 [

Mit Proposition 1.5 und dem Satz von der monotonen Konvergenz, Satz 1.2, folgt

[t sy due [+ a)yan= [ gy ans [y an— [hoaus [ ian,

und insbesondere
K K
/ka dM:Z/fk dp.
k=1 k=1

Da Zle T /> peq fr , folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz, Satz 1.2,

/kf:lfkd#k/ifkdu:é/fkduéli/fkd%
/1]

Definition 1.10 p sei ein Maf$ auf X . Fir p—mefbares f: X — [—o00,00] definieren

wir das Integral durch
/fdu:=/f+ du—/f— dp,

wobei  fi = max(f,0), f— := max(—f,0) , falls diese Differenz wohldefiniert ist, d.h.

/f+du<oo oder /fd,u<oo.

Fine Funktion f : X — C heifit integrierbar beziiglich eines Mafles p auf X , kurz
p—integrierbar, falls f mefbar beziglich p ist und

/\f\ dp < oo,

und wir definieren das Lebesgue-Integral durch

[ an= [ retry an+i [ 1mis) an

15



Weiter setzen wir fiir p—mefbares A C X

/f dp :Z/XAf dp.

A

falls das Integral auf der rechten Seite definiert ist. R
Falls fiir ein f: A — [—00,00],C mit un(X —A) =0 eine Fortsetzung f auf ganz X
existiert, fir die das Integral [ f du definiert ist, so setzen wir

[ran=[7dn

Da Nullmengen p—mefbar sind und mit (1.21), ist in diesem Fall fiir alle Fortsetzungen
von f auf X das Integral definiert und unabhdngig von der Fortsetzung.

a
Bemerkung:
Da 0 < Re(f)+,Re(f)—,Im(f)+,Im(f)- <|f], ist fiir p—integrierbares f
0< [ Re(f)s du [ Re(h)- du [ Im(r)s dp, [ 1m(5)- du< [ 1f] du < oc,
und [ f dp ist wohldefiniert.
a

Einfache Eigenschaften des Lebesgue-Integrals sind in den folgenden Propositionen zu-
sammengestellt.

Proposition 1.8 f,g: X — [—00,00] seien mefibar beziiglich eines Mafles p auf X |
und die Integrale beziiglich p seien definiert. Dann gilt

Jodu< [fdu firg<f, (1.25)
Jaf)y dp=a [ fdu firaeR, (1.26)
J(f+g9)dp=[fdu+ [gdp, (1.27)

falls die Summe der Integrale definiert ist.

Beweis:
Aus g < f folgt g+ < fr und f- < g_ und mit (1.18)

/gdu=/g+du—/g du</f+du /f—du /fdu-

Fir a>0 gilt (af)s =afy,(af)- = af- und mit Proposition 1.7

/(af)du=a/f+du—a/f—du=a/fdu-

Weiter gilt (—f)+ = f-,(—f)- = f+ und

Jenan= [ an- [roan=—[1an

16



Zusammen folgt (1.26).
Nun sei die Summe [ f dp+ [ g dp definiert, d.h.

([ 7 au [ gam # (2o, 70).

Wegen der Homogenitét kénnen wir 0.B.d.A.

/fd,u,/gd,u>—oo
/fd,u,/gd,u<oo

f,9>—00,f_,g_ < oo fast iiberall beziiglich p.

also

annehmen. Mit (1.20) folgt

Damit ist h:= f+ g > —oo fast iiberall beziiglich p definiert und h_ < co und
hy —h_=h=f+g=fy—f-+9+—g- fast iiberall beziiglich x.
Daraus folgt
hy+f-4+g9-=h_+ fir+g+ fast iiberall bezliglich p

und
h_ < f_+4g_ fast iiberall beziiglich u.

Mit Proposition 1.7 und (1.18) folgt

/hé/fdu+/gdu<oo,

und das Integral [h dp ist definiert. Weiter folgt mit Proposition 1.7

/h+du+/fdu+/9du=/hdu+/f+du+/g+du,

also, da die Integrale [(f,g,h)— du endlich sind,

/(f+9)d,u=/hdu:/h+du—/hdM:
:/f+d”_/f—dﬂ+/g+du—/g—du=/fdu+/gdu.
/1]

Proposition 1.9 Die Menge der beziiglich eines MafSes p auf X integrierbaren Funk-
tionen bilden einen komplexen Vektorraum, und die Abbildung

£ [ £ an
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ist ein lineares Funktional. Weiter gilt
‘/fdu'é/\f\du,

fH/IfI du (1.28)

ist eine Pseudo-Norm. Dabei verschwindet die Pseudo-Norm von f genau dann, wenn

und die Abbildung

f =0 fast tberall beztiglich p.

Beweis:
Es seien f, g integrierbar beziiglich p und a,8 € C.Da |af + Bg| < |af |f|+15] |g| ,
erhalten wir mit Proposition 1.6

[t + 39 an <ol [ 1f du+ 181 [ lg) an < .

Damit ist «f + Bg ist wieder p—integrierbar, und der Raum der p—integrierbaren
Funktionen ein komplexer Vektorraum.

Da Re(f + g) = Re(f) + Re(g),Im(f + g) = Im(f) + Im(g) folgt mit Proposition
1.8

/(f+g) duz/Re(f+g) d,lt—i—i/[m(f—{—g) dp =

— [ Re(r) an+ [ Reto) duti [ 1m(s) i [ 1mig) du= [ £ an+ [gan
und das Integral ist additiv.

//
Fir a € R gilt Re(af) = aRe(f),Im(af) = alm(f) und mit Proposition 1.8

[twr an=a [ Rets) dutia [ m() dp=a [ ap
Weiter gilt Re(if) = —Im(f), Im(if) = Re(f) und
[ au= [ ~tmis) dusi [ Retr) du=i [ £ ap.
Zusammen gilt fiir komplexwertiges f und a € C

J@p au=a [ ran

und das Integral ist komplex linear.
Zum Beweis der Betragsungleichung setzen wir z := [ f du € C und wéhlen « €
C mit |a] =1 und az = |z| . Dann gilt Re(af) < |af|=|f| und

‘/fd,u‘:a/fdM:/afdu:/Re(af)dM§/|f|d‘u.
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Da [|f| dp >0, [|af] du=laf [[f] du und

[1s+aldus [ari+1o) du= [1f1du+ [ 1ol an,

ist die Abbildung f + [|f] du eine Pseudo-Norm. Mit (1.21) gilt
/ |f| dup = 0 <= f =0 fast iiberall beziiglich u.

/1]

Bemerkung:

Das Lebesgue-Integral beziiglich des eindimensionalen Lebesgue-Mafies £! auf [0,1] und
das Regel-Integral stimmen auf Regelfunktionen, insbesondere auf stetigen Funktionen,
iiberein, d.h. jede Regelfunktion f :[0,1] — C ist integriebar beziiglich £! mit

/fdﬁlz/lf(t) dt.

[0,1] 0

Zuerst gilt fiir ¢ = x[pmit 0 <a<b<1

1
/gpdﬁl = L ([a, b)) :b—a:/gp(t) dt,
0

[0,1]

und das Lebesgue-Integral beziiglich £! und das Regel-Integral stimmen auf Treppen-
funktionen iiberein. Fiir eine Regelfunktion f :[0,1] — C existiert per Definition eine
Folge von Treppenfunktionen ¢y — f gleichmifig auf [0, 1] . Mit Proposition 1.2 ist f
meBbar beziiglich £! . Weiter folgt mit dem Lemma von Fatou, Satz 1.3,

1 1
/ |f] d£! < lim inf / lon| ALt :liminf/|gpk(t)| dt:/|f(t)| dt < oo,
k—o0 k—o0
0

[0,1] [0,1] 0

da |gk| — |f| gleichméBig auf [0,1] und |f| somit eine Regelfunktion ist. Wir schlieflen,
daB8 f integriebar beziiglich L' ist, und erhalten mit Proposition 1.9

‘/fdﬁl—/apkdﬁl

[0,1] [0,1] [0,1]

< [ If — x| ALY < sup |£(t) — pr(t)] — O,
t€[0,1]

Dies ergibt
1

/fd£1<— /gpk dﬁlz/gpk(t) dt—>/1f(t) dt.
[0,1] 0

[0,1] 0
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Definition 1.11 Fir ein Mafi p auf X undT : X — Y definieren wir das Bildmafs
Tip von p unter T’ durch

(Ts)(S) == p(T(S)) fiir S C Y.
O

Proposition 1.10 T,u ist ein Maff auf Y , und die o—Algebra A := {A C
Y | T7YA) € A, } enthilt nur T.p—mepbare Mengen, d.h. A C Ar,, . Weiter gilt

[ a@a = [(ror) au (1.29)

fiir alle A—mefbaren f:Y — [0,00] bzw. A—mefbaren, T,u—integrierbaren f:Y —
C , und im zweiten Fall ist foT integrierbar beziiglich w .

Ist u endlich und reguldr, d.h. zu jedem Z C X existiert ein p—mefSbares C D
Z mit u(C) = p(Z) , so gilt A= Ar,, .

Beweis:
Klarerweise gilt (Thp)(0) = p(0) = 0. Fiir S C U S, C Y gilt T71(S) C U, T71(Sk)

[e.e]

(Tep)(S) = w(T7H(S)) <Y (T 7H(Sk)) <D (Tups) (Sk),
k=1 k

=1
und Ty ist ein Mafl auf Y .
Fir A€ A ist T1(A) meBbar beziiglich u , also gilt fir S CY
(Tup)(S) = p(T7H(S)) = w(TH(S) NTHA) + W(T~H(S) =T~ (A)) =

= u(T7H (SN A)) + (TS = A) = (Tep)(S N A) + (Tup) (S — A),

und A ist T,u—mefbar.

Per Definition gilt (1.29) fir f = ya mit A € A , also mit Proposition 1.3 und
dem Satz von der monotonen Konvergenz, Satz 1.2, fiir alle A—meBbaren f : X —
[0,00] . A—meBbares, T,u—integrierbares f : Y — C schreiben wir in der Form
[ =(fi— f2) +i(fs — fa) mit nicht-negativen, A—meBbaren f;,j =1,...,4. Damit gilt
[ fi A(Tep) = [(fjoT) du € [0,00[ , alsoist foT = (fioT — fooT)+i(f3oT — faoT)
integrierbar beziiglich g und

/f d(T*u)=/f1 d(T*N)_/fQ d(T*u)Jri(/fg d(T*u)—/f4 d(T*,u)> -
:/flon,u—/fQOTdu—i—i(/fgon,u—/f4on,u> :/fonu.

Schliefllich sei  endlich und regulir. Fiir A € Ar,, miissen wir B :=T"1(A) € A,
zeigen. Wir sehen

w(B) + (X = B) = (Tup)(A) + (Tep)(Y — A) = (Tup)(Y) = p(X).
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Da p regulér ist, existiert zu jedem Z C X eine pu—meBbare Menge C O Z mit u(C) =
u(Z) . Damit rechnen wir

u(C) + p(X = C) = p(X) = p(B) + p(X — B) =
=uBNC)+u(B-C)+puC-B)+uX-(BUC)) =
>pu(CNB)+p(C—B)+uX -0C).

Da p endlich ist, erhalten wir
w(Z) = pu(C) 2 u(CNB)+u(C—B) = u(ZNB)+uZ - B),
und B =T71(A) ist p—meBbar.
/1]

Folgende Proposition ist niitzlich.

Proposition 1.11 pu sei ein Maff auf X , das o—endlich beziiglich einer o— Algebra
AC A, ist. Weiter sei f mefbar beziiglich A , integrierbar beziiglich p und S C C
abgeschlossen. Es gelte

p(A)~! /f dpe S VAe A 0< u(A) < . (1.30)
A

Dann gilt f(x) € S fir u— fast alle x € X , d.h.

plze X | f(z) ¢S5 }) =0.

Beweis:
Es seien Xj, € Amit u(Xy) < oound U?, X = X . Da C— S als eine abzahlbare

Vereinigung von abgeschlossenen Béllen geschrieben werden kann, geniigt es fiir B,(z) N
S=0,A:=fYB,(2)) zu zeigen, dafl

wANX,) =0 VkeN. (1.31)
Angenommen p(ANXy) >0 firein k€ N sogilt Ap:=ANX, € Aund 0 < pu(Ax) <
oo . Mit (1.30) folgt
w = ,u(Ak)_l/f dpu e S.
Ay,

Andererseits gilt

jw — 2] < u(Akrl/\f— Jdu<ol
A

also w € By(z) , im Widerspruch zu S N By(z) = 0 . Daraus folgt (1.31), und die
Proposition bewiesen.

/1]
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2 [P—Raume

Definition 2.1 Fir f : X — [—o0,00],C mefbar beziiglich eines Mafles p auf X
setzen wir fir 1 <p < oo
1/p
15 D= ([ 177 )

| £ llzeequy:=nf{0 < XA < oo | [|f| > A] ist eine lokale p — Nullmenge }.

Wir setzen

Fir f: X — [—o0o0,00] mefbar beziiglich eines Mafles p auf X  definieren wir das
essentielle Supremum

esssupf :=inf{—oo < X < oo | [f > A] ist eine lokale ;1 — Nullmenge }
und das essentielle Infimum

essinff := sup{—oo < XA < oo | [f < )] ist eine lokale n — Nullmenge }.

Bemerkungen:

1. Fiir ein  o—endliches Mal p stimmen die lokalen p—Nullmengen mit den
p—Nullmengen iiberein.

2. Da die abzdhlbare Vereinigung von lokalen p—Nullmengen wieder ein lokale
pu—Nullmenge ist, sind fiir pg—meBbares f : X — [—00,00] die Mengen [f >
esssup f], [f < essinf f] und [[f] >|| f [[zee(u)] lokale p—Nullmengen.

Wir beginnen mit dem Beweis einiger wichtiger Ungleichungen.

Satz 2.1 (Jensen-Ungleichung) FEs sei ® :]a,b[— R, —00 < a < b < oo, konver und
[+ X —]a,b] sei integrierbar beziiglich eines Mafes u auf X mit w(X) =1 . Dann gilt

J(®of)- du < oo und
o [rau)< [@er)dn
Beweis:

Da reelle konvexe Funktionen stetig sind, ist ® o f mit Proposition 1.2 auch p—mefbar.
Wir setzen ¢:= [ f du € R und behaupten

a<t<b. (2.1)

Es geniigt t < b zu zeigen. Wenn b = oo , so gilt dies trivial. Ist b < oo ,soist b—f >0
nicht-negativ und p(b— f >0) = u(X) =1>0. Mit (1.21) folgt

Jo-n a0
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also t = [ fdu<b.Da ® konvex ist, existiert « € d®(t) # 0 im Subgradienten von
® an der Stelle ¢, d.h.
D(s) > ®(t) + a(s —t) Vs €la,bl

Daraus folgt
Pof>d(t)+a(f—t) auf X.

Da f integrierbar beziiglich u ist, folgt mit (1.18) [(Pof)_ du <oo,und [Pof due
] — 00, 00] ist definiert. Weiter folgt mit Proposition 1.8

/q)ofdpzq)(t)%—a(/fd,u—t) :‘I></fd,u),

da t=[fdu.
/1]

Satz 2.2 (Hoélder-Ungleichung) Fir f,g: X — [0,00] mefbar beziiglich eines Mafes
woauf X und 1<p,qg<oco mit

L1,
p q
1/o0:=0, gilt
19 i<l F e I 9 lzaq, (2.2)

wobei wir im Fall p =1 bzw. ¢ =1 annehmen, dafy || f |11()< 00 bzw. || g |lp1(u)< oo .

Beweis:

Fiir p = 1,¢ = co betrachten wir ein f mit | f [;1()< oo und ein 0 < A <
oo mit [g > A] eine lokale p—Nullmenge. Dann gilt u(|f] > 1/k) <k [|f| dp < oo , also
p([|fl >1/kIN[g>A)=0 und p([f #0]N[g > A])=0. Dies ergibt

0< fg<Af fast iiberall beziiglich u

und mit Proposition 1.6 folgt

| £ lloig= / ol dp < / A=A f e -

Bilden wir das Infimum iiber solche A , so folgt (2.2). Der Fall p = co,q =1 folgt aus
Symmetrie.

Daher nehmen wir 1 < p,q < oo an. Ist || f |[zs()= 0, so gilt f =0, also auch
fg =0 fast iiberall beziiglich p . Daraus folgt

| fgllLim=0

und somit (2.2). Ist || f [|zr()> 0,1 g [l £a(uy= o0 , so gilt

I fllzegoyll g lnagm= oo,

und (2.2) ist erfiillt. Daher konnen wir 0 <[| f |[zp(u), | 9 llza(u)< oo und weiter, da die
Aussage homogen in f,g ist,

” f ”LP(;L):H g HLQ(H): 1
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annehmen.
Fir p—fast alle z € X gilt 0 < f(z),g9(z) < oo . Ist dartiberhinaus f(z),g(z) >0,
so wihlen wir t:= plog(f(x)),s = qlog(g(z)) und sehen, da exp konvex ist,

f@)g(x) =exp(p't+q 's) <ple +q e =p T f(2) +q  g(x)".

Fir f(z)g(z) =0 gilt dies trivial, und es folgt
I fallzrw= /fg dp <p! /fp du+q! /gq dp =

=0 | gy +07 19 1agy=1 =1 f el 9 e
also (2.2).

/1]

Satz 2.3 (Minkowski-Ungleichung) Fir f,g: X — [0,00] mefbar beziiglich eines
Mafes pauf X und 1 <p<oo gilt

I f+g o<l fllzeqy + | 9 v - (2.3)

Beweis:
Fir 1<p<oo gilt

(f+9" =F(f+9P  +g(f +9)" "
Mit der Holder-Ungleichung, Satz 2.2 gilt fiir ¢ =p/(p— 1)

1/p (r—=1)/p .
[ivartans ([ra) (forara) =1 lol £+ ol

Mit der entsprechenden Abschéitzung fiir den zweiten Term folgt

1540120 (1 o + 19 oy ) 11 £+ 9 155 (2.4)

Klarweise geniigt es, (2.3) fiir || f + g [[zr(y> Ound | f ||Lp(u) + I g llzeuy< 00 zu
zeigen. Aus der Konvexitdt der Funktion ¢ .—> tP,t > 0, sehen wir

frow 1.,
(F52) <507+
und

1540 Wy 27 (17 gy + 19 gy ) < o0

Daher kénnen wir in (2.4) durch || f+g¢g ||I£;(1M) dividieren und erhalten (2.3).
Fir p=ocound 0 < N, N\ < o0, fiir die [f > X],[¢g > '] lokale pu—Nullmengen
sind, ist
[f+g>N+NTC[f>Aulg>N]

wieder eine lokale p—Nullmenge, also
If+g lpeqy< A+ A"
Bilden wir das Infimum iiber solche M\, \” | so folgt (2.3).
Fir p=1 gilt (2.3) trivial, da das Integral additiv ist.
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/1]

Definition 2.2 Fir ein Maff p auf X,1 < p < oo definieren wir den Quotientenraum
LP(u) :={f: X = C| fist p— mefbar und || f |rpqy< o0 }/ ~
beziiglich der Relation
f~g:<=|f #g] lokale p — Nullmenge,
insbesondere
f~g:<= f =g fast iberall beziiglich p fir 1 <p < oo,
und versehen diesen mit der Norm

1A e goy:= I e gy -

[+ X = C mepbar beziiglich p und || f |rp< oo identifizieren wir mit seiner
Restklasse und schreiben kurz f € LP(u) .

Falls fir ein f: A— C mit n(X — A) =0 eine Fortsetzung fe LP(pn) auf ganz X
existiert, so betrachten wir f als das durch die Restklasse der Fortsetzung f definierte
Element von LP(u) . Da Nullmengen p—mefSbar sind und mit (1.21), sind in diesem Fall
alle Fortsetzungen von f auf X in LP(u) , und die Restklasse ist unabhingig von der
Fortsetzung.

Fiir eine o—Algebra A C A, schreiben wir

LY (n) :=={f € LP(n) | f ist mefbar beziiglich A }.

Satz 2.4 (Satz von Riesz-Fischer) LP(u) ist ein Banachraum.

Beweis:
Mit (1.21) gilt fiir f ~ ¢g meBbar beziiglich p und 1 <p < oo, daB

I f o=l 9 llLe() -
Fir p=oo,f ~gund 0 <X < oo fiirdas [|f| > \] eine lokale p—Nullmenge ist, ist
(gl > Al S [IfI > AJULf # g]
wieder eine lokale p—Nullmenge, also

I Nz =l g llzoeuy -

Zusammen ist || [f] |[z»(,) wohldefiniert.
Klarerweise gilt || f || zr(u)€ [0,00] und

| f lpuy= 0 <« [f # 0] ist eine lokale 4 — Nullmenge , || f ||zr()< 00 & f ~ 0.
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Fir fe LP(u),a € C gilt fiir 1 <p < oo

1/p
I o= [ 1asP a) ™ = lal I g
Fir p=oo,a#0und 0 <\ < oo, fiir das [|f| > A] eine lokale p—Nullmenge ist, ist
laf > lafA] = [|f[ > Al
wieder eine lokale p—Nullmenge, also

Il e [lzoe = lal | f [lzoe gy < 00

Fiir a =0 gilt dies trivial. Insbesondere gilt «of € LP(u) .
Fir f,g € LP(p) gilt mit der Minkowski-Ungleichung, Satz 2.3,

| f 49 llzeq <l 11419l zegy <l f e + 1 g e < oo,

insbesondere gilt f+ g € LP(u) .

Zusammen ist LP(u) ein Vektorraum, und || . [[zr(,) eine Norm.

Wir zeigen die Vollstédndigkeit von LP(u) . Dazu sei fi € LP(u) eine Cauchy-Folge
in LP(u) , d.h.

li — =0.
k,llinoo I fr = fi llLr(=0
Es geniigt zu zeigen, dafl eine Teilfolge konvergiert. Daher kénnen wir 0.B.d.A.

| fr = frr1 llor < 2~k

annehmen. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz, Satz 1.2, und der Minkowski-
Ungleichung, Satz 2.3, folgt fiir 1 <p < oo

Z |fk — fra1l < Z | fr = frs1 lpp(uy< oo (2.5)
k=1 k=1

L ()
Fiir p =o00,e > 0 setzen wir
Ne = fi = frs1 looguy €277

und sehen, dafl

[i|fk—fk+1| > i)\k] C G [|fk—fk+1| > )\k]
k=1 e Pt

als p—meBbare Teilmenge einer abzidhlbaren Vereinigung von lokalen p—Nullmengen
wieder eine lokale p—Nullmenge ist. Daraus folgt

o0

< ZM <e+ Z I fro = frat lnoe(u)s
)k k=1

=1

> e = fral
k=1

also wieder (2.5).

Leo(p
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Wir setzen

A= {Z‘fk_flwrl’ <00

k=1
und sehen mit (1.20) fir 1 <p < oo, dal pu(X—A) =0, bzw. fiir p = o0 per Definition,
dafl X — A eine lokale p—Nullmenge ist. Die Reihe Y .- (fx+1— fx) konvergiert absolut
auf A . Somit existiert

fi=lm xafe =xafi+ Y xalfep1 — fr) iiberall auf X. (2.6)
k—o0 =1

f ist p—meBbar und
|fI< Al + Z | fer1 — fkl,
k=1

also f € LP(u) mit (2.5). Weiter folgt wie in (2.5)

> (fi = fir)
=

k

I fr = f lloou)=

< Z | fi = fita HLP(“)S 9~ k+1
LP(p) =g

Daraus folgt fx — f in LP(u) , und LP(u) ist ein Banachraum.

/1]

Bemerkung;:
Fir fr — fin LP(u) ist fr eine Cauchy-Folge und mit (2.6) existiert eine Teilfolge
k; — oo mit

fr, = [ punktweise p — fast iiberall, wenn 1 < p < oo, (2.7)

und

fr, — [ punktweise aulerhalb einer lokalen p — Nullmenge, wenn p = co.

Fiir p =2 erhalten wir die folgende Proposition.

Proposition 2.1 L2(u) ist mit dem Skalarprodukt

(f.g) = / fadu fir f.g € L)

ein Hilbertraum.

Beweis:
Fir f,g € L?(p) gilt mit der Holder-Ungleichung, Satz 2.2,

[ 1581 4 <17 g 19 o< o<,

also ist fg integrierbar beziiglich p , und (.,.) ist wohldefiniert. Klarerweise ist (.,.)
linear bzw. konjugiert-linear im ersten bzw. zweiten Argument. Weiter gilt

Ffy = [ 17 d =l £ gy 0,
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und Gleichheit impliziert f =0 fast {iberall beziiglich u , also f~0.
Damit ist (.,.) ein Skalarprodukt auf L?(p) , und || . z2¢u) die induzierte Norm.
Mit Satz 2.4 ist L?(u) vollstéindig, also ein Hilbertraum.

/1]

Nun kommen wir zu einem der wichtigsten Konvergenzsétze, dem Satz von der majori-
sierten Konvergenz von Lebesgue.

Satz 2.5 (Satz von der majorisierten Konvergenz, Konvergenzsatz von Lebesgue)
fr: X — C seien mefbar beziiglich eines Mafes p auf X, 1 <p < oo,

f= klim fx existiert fast dberall beziglich
— 00
und fir ein g € LP(u) gelte
|fxl < g VkeN,u— fast iberall.

Dann gilt fi, f € LP(u) und
fe = f in LP(p).

Beweis:
Klarerweise gilt |f| < g fast iiberall beziiglich p und

[ 1fxlP dp, [1fIP dp < [ gP dp < oo,
2gP — |fr, — fIP >0 fast iiberall beziiglich p,

insbesondere fi, f € LP(u) . Mit dem Lemma von Fatou, Satz 1.3, folgt
/2”9” dp = /liminf@”g” —|f = fIP) dp <
k—o0

< ligninf/(ngp —|fk = fIP) dp = /2p P d,u—hmsup/\fk — fIP dg,
— 00
da alle Integrale endlich sind. Dies ergibt
1/p
isup | i = f s = limsup (/ e fP du) o,
— 00

und der Satz ist bewiesen.

/1]

Proposition 2.2y sei ein Maff auf X,1 < p < oo, und S der Vektorraum aller
einfachen, u—mefbaren Funktionen ¢g: X — C mit

(g # 0) < oo
Dann liegt S dicht in LP(p) .
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Beweis:

Klarerweise gilt S C LP(u) . Fir f € LP(u),f > 0, existieren mit Proposition 1.3
einfache, nicht-negative, p—meBbare Funktionen 0 < fp A~ f . Da f € LP(u) folgt
mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz 2.5, fr — f in LP(u) . Da der Abschluf des
Unterraumes S wieder ein Unterraum von LP(u) ist und {f € LP(u) | f > 0} den
ganzen Raum LP(u) erzeugt, liegt S dicht in LP(u) .

/1]

Proposition 2.3 FEs sei p ein Maf auf X , und 1 <p,q<oo,p ' 4+¢ ' =1.Dann
ist die Abbildung g+— Ag,g € L(pn), mit

At [ fodu ¥fe L)
eine normerhaltende Einbettung
Li(u) = LP(p)",
d.h.
I 8 li=sup { | [ £o duf | 7€ L2600 £ = 1 } =119 laagr

Beweis:
Mit der Holder-Ungleichung, Satz 2.2, ist A, ein stetiges, lineares Funktional auf LP(u)
und

I Ag I/ 9 Loy -

Klarerweise ist g — A4 linear. Es verbleibt zu zeigen

I 8g [IZ1] 9 Lo - (2.8)

Fir 1 <p< oo setzen wir f:= g\g[q*QX[gﬂ)] und sehen, da p=g¢q/(¢—1),

J1svau= [ lglt du < oc.

Dies ergibt f € LP(u), || f | ogo=Il 9 15a,) und

19 W= [ lot" d= [ o i<l Ay 118 =) Ay | 19 156

also (2.8).
Fiir p=o00,q=1 setzen wir [ :=glg| " x[g0) und sehen || f |[foo(y<1

19 llLrgn= / gl dp = /fg dp <[| Ag || f [l zoe gy <Il Ag |

also (2.8).
Fir p = 1,¢ = oo sehen wir fiir 0 < X\ <|| g ||pe(u) , daB [|g| > A] keine lokale
p—Nullmenge ist. Daher existiert eine p—mefibare Teilmenge A C [|g| > Al mit 0 <

pu(A) < oo . Dann gilt f:=glg|~'xa € L'(u), || f |11 (9= 1(A) und

Ma(A) < / gl du = / £ dp <l Ag | £ oo <!l Ag 1l 1(A),
A
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also, da 0 < pu(A) < oo,
A <[l Ag ],

und (2.8) folgt.

/1]
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3 Produktriaume

Definition 3.1 Es seien p bzw. v Mafle auf X bzw. Y . Wir definieren das Produktmafs
pRvauf X XY fir SCX XY durch

(0 0)(S) 1= inf { 3 w(AV(B) | S € U (Ak x By,

Ay bzw. By sind p bzw. v — meflbar }

]
Bemerkung:
1R v ist das grofite Mafl auf X x Y | welches
(n@v)(Ax B) < u(A)v(B)
fiir alle p—meBbaren Mengen A und v—meflbaren Mengen B .
O

Der zentrale Satz fiir Produktmafe ist der Satz von Fubini.

Satz 3.1 (Satz von Fubini) Es seien p bzw. v Mafe auf X bzw. Y . Dann ist das
Produktmafi p®v ein Maff auf X XY mit

VS C X xY :dR O S meflbar beziiglich p @ v :

(3.1)
(L@V)(S) = (L@ Vv)(R).
Fir p bzw. v—mefbares A bzw. B ist A x B mefbar beziiglich @ v und
(h®@v)(Ax B) = u(A)v(B). (3.2)
Fir S C X xY mefbar und o—endlich beziiglich Qv gilt:
Sy ={z | (z,y) € S } ist fir v — fast alle y € Y mefbar beziglich p,
(y — ,u(Sy)) ist meflbar beziiglich v,
S*:={y | (z,y) € S} ist fir p— fast alle v € X mefbar beziiglich v, (3.3)

(ac — y(S”‘“)) ist mef$bar beziiglich .,

(L@v)(S) = [ u(Sy) dv(y) = [v(S*) du(x).
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Fir f:X xY —[0,00] mefbar, und [f > 0] sei o—endlich beziiglich p® v gilt:

(:U — f(x, y)) ist fiir v — fast alle y € Y mef$bar beziiglich w,

(y — f f(ﬂ:,y),u(:c)) ist meflbar beziiglich v,

(y — f(x, y)) ist fir p — fast alle x € X mefbar beziglich v, (3.4)

(ac — ff(w,y)u(y)) ist mef$bar beziiglich .,

Jfdpev)=[[f(z.y) du(z) = [ [ f(z,y) dv(y) du(z). ]

Fir feLY(u®v) gilt:

<x — f(m,y)) € LY(p) fiir v — fast alle y €Y,
<nyf@wM©ﬁ€L%w,

(y — f(a:,y)) € LY(v) fir pu — fast alle x € X, (3.5)
(2 [ F (@) € L),

[fdpev)=[[f(zy) du) = [ [ f(z,y) dv(y) du(z).

Beweis:
Fir S C Uj‘ilSl C X und S; C Uzozl(Akl X Bkl)aAkl € AuaBkl e A, gt S C
Uz?l:l(Akl X Bkl) und

< ZZM (Ag)v(Brr),

=1 k=1

~

also nach Ubergang zu den Infima auf der rechten Seite

< (e v)(s)

=1

Da klarerweise gilt (1 ® v)(0)) =0, ist das Produktma$ tatséchlich ein Ma auf X xY .
Essei FCP(X xY) die Familie der Mengen S C X x Y, fiir die

<£C — xs(x, y)) fiir v — fast alle y € Y meflbar beziiglich p ist,
<y = [ xs(z,y) d,u(x)) meBbar beziiglich v ist.

://mmwwmmw»
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Weiter setzen wir

Fo={AxB|AcA,Be A},
Fr o= {URZ Sk | Sk € Fo },
Fo={n¥ Ry | Ry F }.
Fir S=AxBCXxY gilt

xa firye B,
(x = xs(z,y) = XA(x)XB(y)> =
0 firyeY — B,

und, wenn A€ A, ,
/ xs(z,y) du(z) = p(A)xs(y)-
Dies ergibt Fy € F und
MA x B) = u(A)w(B) YAx Be F. (3.6)
Fiir Ay x By, Ao x By € Fy sind
(A1 X B1) N (A x Bg) = (A1 N Ay) x (BN Bs)

und

(A1 x By) — (As x By) = ((A1 — Ay x B1> U ((A1 N As) x (By — BQ)>

disjunkte Vereinigungen von Elementen aus JFy . Damit sind alle Elemente von Fj
disjunkte Vereinigungen von Elementen von Fq , und somit folgt

Fi CF. (3.7)

Wir behaupten
(p@v)(S)=inf{A\(R) | SCREe F }. (3.8)

Fir S CUg=1(Ag x Br) =: R, Ay, x By € Fp gilt R € F; und mit (3.6)

AR) <D MAk x Bp) =Y u(A)v(By),
k=1 k=1

also

inf{A\(R) | SCRe F } < (p@v)9).

Andererseits existiert zu R € F; , wie oben bemerkt, eine disjunkte Zerlegung R =
Y rei(Ag X By), A X By, € Fp . Damit sehen wir wieder mit (3.6)

p(AR)v(Be) = > MAg x By) = A(R),
1 k=1

NE

(n@v)(S) <

b
Il

und (3.8) folgt.
Fir R € Fi ergibt dies
(h©v)(R) = A(R)

33



und fir A x B € Fy C F; mit (3.6), dass
(L@ V) (Ax B)=XNAxB)=u(A)v(B) VAc A, Bec A,. (3.9)
Wir zeigen, dal A x B mefibar beziiglich p® v ist. Fir SCX xY, S C Re€ F sind
RN(Ax B)und R— (A x B) € F; CF disjunkt. Dies ergibt
(1 ©V)(SN(Ax B)+(1ev)(S—(Ax B)) <
<ARN(AXx B))+ AR—-(Ax B))=X\R),

also mit (3.8)
(n@)(SN(AXB))+ (pev)(S—(AxB)) < (pov)(s),

und A x B ist mebar beziiglich p ® v . Zusammen mit (3.9) beweist dies (3.2).

Mit (3.8) wihlen wir fiir (1 ® v)(S) < co eine Folge Ry € Fp mit Ry O S, A\(Ry) <
(n®v)(S)+1/k . Nach den obigen Bemerkungen gilt N!_, Ry € F; . Fiir R:= N Ry, €
Fo folgt mit (3.8)

(k@ v)(S) < (p®V)(R) < M=y Rr)

und mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz 2.5, R € Fund AM(R) =
llim AMNL_Ry) = (u®v)(S) . Dies ergibt
—00

(n@v)(8) < (@ V)(R) < lim A(Mh_y Ri) = M(R) = (@ v)(S).
Fir (u®wv)(S) =00 wihlen wir R =X xY und erhalten

VSCXxY:dRe /NF,RD S :
(Lev)(S) =AMR) = (n®v)(R).

(3.10)

Da mit (3.2) alle Elemente aus Fy mefibar beziiglich p®v sind, sind auch alle Elemente
aus JFy meBbar beziiglich p® v, und (3.1) folgt.

Fir S C X xY mit (u®v)(S) =0 existiert mit (3.10) ein R € Fo N F mit R D
S,A(R) =0, d.h.

0=A(R) = //m(%y) dp(z) dv(y) = /M(Ry) dv(y).
Daraus folgt fiir v—fast alle y €Y
1(Sy) < p(Ry) =0

und Sy bzw. (x — Xs(m,y)) = Xs, ist meBbar beziiglich p . Weiter ist

[ xs(x,y) du(z) = p(Sy) = 0 fiir v — fast alley € Y , und <y = [xs(z,y) d,u(x))
ist v—mefbar. Dies ergibt S € F und A\(S) =0.

Fir (u® v) — mefibares S C X X Y mit (up ® v)(S) < oo existiert mit (3.10) ein
Re FHNFmit RO SANR) =@pv)(R)=@Eev)(S) <oco.Da Re F, melbar
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beziiglich p®uv ist, folgt (u®@v)(R—S) = 0.Mit dem eben Bewiesenen gilt A\(R—S) =0
und

p((R—2S)y) =0 firv—fastalleyeY.
Daraus folgt fiir v — fast alley € Y , daf

Sy =R, — (R—S), ist p — meBbar,
1(Sy) = p(Ry).

Damit ist <y = [xs(z,y) du(z) = ,u(Ry)) mefbar beziiglich v , und

(19 0)(8) = MR) = [ (k) dwly) = [ u(S,) dviy)

Ist S C X xY meBbar und o—endlich beziiglich p ® v , so existieren S} mefibar
beziiglich p@v, (u®v)(Sy) <oound S =77, Sy .Dannist S, =3 7, Sy, fir v—fast
alle y € Y meBbar beziiglich u , <y = u(Sy) = > peq 1(Sk, y)> meBbar beziiglich v

und mit Proposition 1.7

1S) =3 @ )(Sk) = z/ (Sk) dvly) = [ (S,) dvly).

k=1

Dies beweist (3.3).

(3.3) impliziert (3.4) fir f=xg.Fir f: X xY — [0,00] meBbar, und [f > 0] sei
o—endlich beziiglich p®v schreiben wir f =73 72, k_l)(Sk, S mefBbar beziiglich p®v ,
mit Proposition 1.3. Da Sy C [f > 0] , folgt die o—Endlichkeit von Sy beziiglich p® v .
Mit (3.3) und Proposition 1.7 ist

(ac — flx,y) = i Ixs, (w, y)) fiir v — fast alle y € Y meflbar beziiglich p,
(y = [ f(z,y)p( § [k~ txs, (z,y) d,u(:n)) ist me3bar beziiglich v,
k=1
Jfdpev) fk "xs, dp@v) =
=k§ J & xs, (@,y) du( = [ [ f(z,y) du(z) dv(y),

und (3.4) folgt.

f €LY (p®v) schreiben wir in der Form f = f; — fo +i(f3 — f1) mit 0 < f; < |f] .
[fi > 0] C[|f| # 0] =Ug2,[|f| > 1/k] ist o—endlich beziiglich (¢ ® v) , und (3.5) folgt
aus (3.4) fir f; durch Addition.

/1]

Fir das Lebesgue-Maf3 erhalten wir folgende Produktzerlegung.
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Proposition 3.1 Fir 1<j<n, gt
L =L@ L

und alle Intervalle T[;_]a;, bj| sind L"™—messbar mit

n n
([ Pai b)) = [0 — a2). (3.11)
i=1 i1
Beweis:
Geméf der Definition des n—dimensionalen Lebesgue-Mafl 'betrachten wir S C
U, [T Jaki, brilsaki < br; € R und setzen Ag := [[;]ak,bri[C RI, By, :=

" aki, bri|C R®7J . Wir haben bereits gesehen, dafl Intervalle £!'—meBbar sind, und
Hz_]Jrl] ’ g

somit sind per Induktion die Intervalle Aj bzw. Bj, mefbar beziiglich £’ bzw. £/ .
Da S C Uzozl(Ak X Bk) und [,](Ak) < ngl(bki — aki),ﬁnfj(Bk) < H?:jJrl(bki — aki) R

erhalten wir mit Definition 3.1

(£]®£n J i Ak L J Bk iﬁ bkz_akz

= k=1i=1

also

(L7 @ LV)(S) < L™(S). (3.12)

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung betrachten wir zuerst S = A x B . Fiir
Uberdeckungen A C U2, T Jaks, bes[, B € U2, H?:jJrl]alhbli[ sehen wir A x B C

o1 < ngl]aki, bri[ ¥ H?:jﬂ]ali, bli[) und erhalten mit der Definition von L"

00 i n
"(A x B) Z (H (bki — ag:) H (blz_alz)>
k=1 i=1 i=j+1
oo J
ZH b]“‘ —am‘) Z H by — ay;
=1 =1 i=j+1

Fiir £7(A), L7 7(B) < oo oder LI(A),L"7(B) > 0 erhalten wir durch Ubergang zum
Infimum

LA x B) < LI(A)LY(B). (3.13)
Fiir £7(A) =0 ergibt dies

"(A x B) E:E”AXB 0)) =0=LI(A) L (B),

und (3.13) folgt fiir alle A, B .
Fiir allgemeines S C R™ und S C U2 (Ay x By) mit Ay C R7, B, C R™J erhalten
wir mit (3.13)
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und durch Ubergang zum Infimum iiber messbare Ay, By mit Definition (3.1)
L(S) < (L7 @ L"I)(S).

Dies ist die umgekehrte Ungleichung zu (3.12).
SchlieBlich sind mit der £!—MefBbarkeit eindimensionaler Intervalle und mit dem Satz
von Fubini 3.1 die Intervalle

J

ﬁ]ai,bi[:< Jas,bil) x ( ﬁ Jai, bi)

i=1 i=1 i=j+1
messbar beziiglich £/ ® £/ = £" und mit Induktion in (3.11) mit (1.3) erhalten wir

n 7 n n
([ Das i) = £/ Pai, v:D) - £ T Jaa, i) = [ (0i = aa),
i=1 i=1 i=j+1 i=1

also (3.11), und die Proposition ist bewiesen.

/1]
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4 Das Lebesgue-Maf3 auf R"

Wir beginnen mit Regularitéitseigenschaften fiir Mafle auf R”™ .

Definition 4.1 Ein Maff p auf einem topologischen Raum X heifst Borel-Maf, falls
alle offenen Mengen bzw. dquivalent alle Borelmengen up—meflbar sind. Ein Borel-Mafs
w  heifit borelregulir, falls zu jeder Menge S C R™ eine Borelmenge B 2 S mit u(S) =
w(B) existiert.

Ein Radon-Maf auf R™ ist ein Borel-Maf§ mit

u(K) <oo VK CR"™ kompakt,

S)= inf  u(U) VS CR"
uS) UDS oﬁenu( ) N (4.1)

w(U) = sup u(K) YU CR" offen.
KCU kompakt

Bemerkung:
Mit der zweiten Eigenschaft wéihlen wir fiir beliebiges S C R™ eine Folge offener Mengen
Uj 2 S mit p(U;) — p(S) . Dann ist B :=N32,U; 2 S eine Borelmenge und u(B) =
w(S) . Also ist jedes Radon-Maf} borelregulir.

Umgekehrt kann gezeigt werden, jedes borelregulire Mafl p auf R™ mit

wK) <oo VK CR" kompakt,
ist ein Radon-Ma$, siche [EGa] Theorem 1.1.4 bzw. Proposition 7.3.
|

Wir begniigen uns in der folgenden Proposition mit einer schwicheren Aquivalenz und
geben weitere Eigenschaften von Radon-Maflen an.

Proposition 4.1 FEs sei p ein Borel-Maf auf R™ mat

u(K) < oo VK CR"™ kompakt,
uw(S)y= inf wU) VS CR"™
U>S

offen

Dann ist u ein Radon-Maf.
Genauer existiert zu jeder u—mefbaren Menge A CR™ wund zu jedem e > 0 eine
offene Menge U D A wund eine abgeschlossene Menge C C A mit

U —C) <e,

insbesondere

p(A)= sup  p(K).
KCA kompakt

Weiter liegt die Menge C§°(R™) aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen ¢ :
R™ — C mit kompakten Trdager in R™ | d.h.

supp ¢ = [¢ # 0] ist kompakt C R",
dicht in LP(p) firl<p<oo .
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Beweis:

Zuerst betrachten wir beschranktes, p—mefbares A C R™ . Mit der zweiten Eigenschaft
von g koénnen wir eine Folge offener Mengen U; O A mit pu(Uj) — p(A) wihlen, also,
da U; und A meBbar beziiglich p sind und p(A) < oo,

n(U;j — A) = u(Uj) — u(A) — 0,
also fiir U =U; und j grof} genug

w(U — A) < ¢/2.

Fir A C Bgr(0) ist auch Bgr(0) — A beschrankt und p—meBbar. Also existiert nach
dem eben Bewiesenen eine offene Menge V O Bg(0) — A mit pu(V — (Br(0) — A)) <¢e/2.

Damit ist K := Br(0) —V C A kompakt, also auch abgeschlossen, und

WA= K) < u(V - (Br0) - 4)) < /2,

zusammen (U — K) < € . Allgemeines p—meBbares A C R™ zerlegen wir in
beschrénkte, p—mefBbare Mengen A; = A N B;(0) — B;—1(0),A = > 2, A; . Mit
dem oben Bewiesenen existieren offene Mengen U; O A; und kompakte Mengen
K; C A; mit p(U; — K;) < e27% . Damit ist U := U2, U; 2 A offen, und mit C' = U2 | K;
gilt

pU —-C) < ZM(Ui - K;) <e.
i=1

Weiter ist C abgeschlossen, denn fiir x; € C mit xp; — = € R™ | sehen wir =z €
B;(0) fiir ein ¢ € N, also xj, € B;(0) fiir groBe k . Daher liegen diese zj, in der kompakten
Menge C; := Ué»:lK j,alsoauch z € C; € C ,und C ist abgeschlossen. Weiter sehen
wir flir die kompakten Mengen C; := Ué»:lK 7 € A und mit Proposition 1.1

lim i(C;) = p(UZ,Ch) = w(A) — p(A = C) > p(A) — ¢,

1—00

also
n(A) = sup  pu(K),
KcCA kompakt

und g ist ein Radon-MaSf.

Schliellich wissen wir mit Proposition 2.2, daf} die einfachen, p—meflbaren Funktionen
g :R" - Cmit pu(g # 0) < oo dicht in LP(u) fiir 1 < p < oo liegen. Daher geniigt
es xa fiir p — meBbares A mit u(A) < oo durch Funktionen aus C{°(R™) in LP(u) zu
approximieren. Mit Proposition 1.1 sehen wir, da u(A) < oo , daf§

w(A — Bgr(0)) - 0 fir R — oo,
also

XA — XANBg(0) = XA-Bg(0) — 0 in LP(u),

und es geniigt beschrinktes A zu betrachten.
Nach dem oben Bewiesenen existieren zu € > 0 eine offene Menge U O A und eine
kompakte Menge K C A mit
wlU—-K) <e.
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Da K kompakt ist, gibt es eine endliche Uberdeckung K C UY | B, (x;) mit Bsy, (z;) C
U . Wir setzen (t) = 0 fiir t < 0,9(t) = e~/ fiir t > 0 und sehen 1y € C®°(R) .

Weiter sei
ot = Yo(to(1) — ¢o(t))7
Yo(o(1))

und wir erhalten ¢ € C°(R) mit ¢(t) =1 fiir t < 0,¢(t) =0auft > 1,7/ <0Ound 0 <
¢ <1.Nunsei ¢;(z):=(0; |z — x| —0;)), also p; = 1 auf By, (2;),p; = 0 auf R” —
By, (;) und @; € C§°(Bs,, (x;)) € C°(U) . Damit ist ¢ := SN | ¢; € C(U) mit ¢ >
lauf K ,und ¢ :=¢o(1—-¢) € C°(U) C CPR™) mit p = lauf K,0 < ¢ < 1.
Insbesondere gilt | — xa| < xv—K , also

| ¢ = xa Loy < (U — K)VP < '/p,
und C§°(R™) liegt dicht in LP(u) .

/1]

Bemerkungen:

1. Insbesondere existieren fiir jede p—mefbare Menge A C R™ Borelmengen B_ C
A C By mit u(By — B_) =0 . Schreiben wir eine p — mefibare Funtkion f : R" —
[0,00] mit Proposiiton 1.3 als f =Y 72 xa,/k mit u — mefibaren Ay C R" und
wihlen Borelmenge By C Ay mit u(Ax — Bx) = 0, so ist g = > oo, xB./k
borelmeflbar und

f =g auBlerhalb von U7Z; (Ar — By),

also f = g fast iiberall beziiglich p .

2. Fiir ein Borel-Mafl p auf R” und eine Borelmenge A C R™ ist u|A mit der
Bemerkung 3. nach Definition 1.1 wieder ein Borel-Maf. Ist p ein Radon-Maf, so
gilt klarerweise fiir kompakte K C R™ , dafl (u|A)(K) = p(K N A) < oo . Weiter
wéhlen wir fiir beliebiges S C R"™ mit Proposition 4.1 offene Mengen U; O SN
A mit p(Uj) — (SN A) und abgeschlossene Mengen C; C A mit u(A—Cj) — 0.
Dann ist U; U (R™ —C;) 2 S offen und

(1l A)(U; U R" = Cj)) = u((U; U (R" = C3)) N A) < u(Uj) + (A - C5)
= u(SNA) = (ulA)(S),
und mit Proposition 4.1 ist p|A auch ein Radon-Ma8.
a

Das mn—dimensionale Lebesgue-Mafl ist ein Radon-Mafl und erfiillt folgende zentrale
Invariants- und Eindeutigkeitseigenschaften.

Proposition 4.2 Das n—dimensionale Lebesgue-Maj$ ist ein Radon-Maf$ auf R™ . Es
ist translations- und spiegelungsinvariant, und skaliert unter Homothetien in der Potenz
der Dimension, d.h. fir S CR"™ gilt

Lz +S)=LMS) Vo eR?,
Lr(—S) = £n(S), (4.2)
LP(AS) = A"L7(S) YA >0,
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und weiter gilt
LM(MS) = |det(M)|L"(S) VM e R™"™ S CR".

Ist umgekehrt p ein translationsinvariantes Radon-Maf$ auf R™ | so gilt
w=al"
fir ein a>0.

Beweis:

Mit Proposition 3.1 sind Intervalle ]aj,bi[X ... X]ay,b,[ und somit alle offenen Mengen
meBbar beziiglich £'®...@L" = £ ,und L" ist ein Borel-Ma8. Fiir eine kompakte Menge
K CR" existiert R >0 mit K C|—R,R[",also L"(K) < L"(]-R,R[") = (2R)" < c©.
Weiter sehen wir per Definition

LM(S) = inf  L"(U) VS CR"™
UDs offen

Mit der vorigen Proposition 4.1 ist £™ ein Radon-Maf.

Klarerweise gilt (4.2) fiir alle Intervalle ] ]a;, b;[C R™ , also gilt (4.2) fiir allgemeines
S CR™.

Bevor wir zur Transformation beziiglich linearer Abbildungen kommen, zeigen wir die
Eindeutigkeitsaussage. Dazu sei p ein translationsinvariantes Radon-Mafl auf R™ und
a = pu([0,1[") € [0,00 . Fiir k € N sehen wir [0,1["= Y5_,[0,1[*"1x[(j — 1)/k, j/k] ,
also, da diese als Borelmengen p—mefbar sind und p translationsinvariant ist,

@ = (0.1 = 32 (0.1 [0 — /b /) =

J

k
= ;u((O, c5 0, = 1)/k) + (10, 1" %[0, 1/K[)) = ku([0, 1[*" x[0,1/K]),
und fiir [ € N
w([0, 11 x[0,1/k[) = ([0, 1[*1 x[0,1/k[) = i /E.
Da [0, 1[" %[0, b[= Uge,0<q<b[0, 1[* %0, q[ , folgt mit (1.6)

p([0,1["1x[0,6)) = lim p([0,1["" ' x[0,¢) = ab Vb e R,b >0,
q,/'b,q€Q

und wieder mit Translationsinvarianz
= p([0,1[" x[a, b)) = u((0,...,a)+([0,1["1x[0,b—a]) = alb—a) YV—o00 <a<b< .
Mit Induktion und (3.12) folgt

p(la, bi[x ... X [an,by]) = a(by —ay) ... (b, —an) =

=al"([a1,b1[X ... X [an,bp]) V—00<a; <b <oo,i=1,...,n.

Da sich jede offene Menge als abzdhlbar disjunkte Vereinigung aus Intervallen der Form
[a1,b1[X ... X [an, by| schreiben l#B8t, sehen wir

w(V)=al™®(V) VV CR" offen,

also p=al”,da pund £” Radon-Mafle sind.
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Fiir eine lineare Abbildung M € R™*"™ setzen wir
w(S) = L"MS) VvS CR"

Zuerst sei M nicht-singulédr. Dann ist M : R®™ — R™ bijektiv und bistetig, und p ist
ein Radon-Maf3. Fiir x € R™ rechnen wir

wz+S) = LMz + S)) = LMz + MS) = L*(MS) = u(S) VS C R™.

Mit obiger Eindeutigkeitsaussage erhalten wir p = aL™ fiir ein « € [0, 00] .
Ist M orthogonal, so ist |det(M)| =1 und M B;(0) = B1(0) , also

a = pu(B1(0))/L"(B1(0)) = £L*(MB1(0))/£"(B1(0)) = 1,

und p = L" = |det(M)|L™ .

Ist M = diag(\1,...,A\,) diagonal mit X\, > 0 so gilt det(M) =
A1 .. A und M0, 1= TT",]0, ;[ , also

= p(0,1[*)/£"(10,1[*) = £* ([ [0, \iD/£" (0, 1[*) = A1 ... A = | det(M)]
i=1

und p = al” = |det(M)|L™ .

Ist M symmetrisch und positiv definit, so existiert eine orthogonale Transformation
O ,sodaB OT'MO = diag(\i,..., \,) =: D diagonal mit ); > 0 ist. Nach dem bereits
Bewiesenen gilt

LYMS) = £L(ODOT'S) = | det(0)|L(DOTS) =

= | det OD|L™(OT'S) = |det(M)|L™(S) VS C R™

Allgemeines nicht-singuldres M kann als Produkt M = PO aus einer symmetrischen,
positiv-definiten und einer orthogonalen Transformation P und O geschrieben werden,
und die Behauptung folgt wie eben.

Ist M singulér, so gilt det(M) = 0 und dim im(M) < n — 1 . Daher gibt es eine
orthogonale Transformation O € R™™ mit O im(M) C R*! x {0} , also

LP(MS) = L(OMS) < LP(R™ x {0}) = 0 = | det(M)|L"(S) VS C R™.
/1]

Bemerkung:

Mit obiger Proposition sehen wir fiir Tz := x¢ + Mx mit xg € R™ und M € R™ "™ nicht-
singulér, dal T,L"(S) = LY(T~1S) = L (M (S — x9)) = | det M|~1L™(S) fiir S C R"
und mit Proposition 1.10

Jromyacr = [ramen = [ flacany ac

fiir alle L£"—meBbaren f : R® — [0,00] bzw. f € LY(£") , und im zweiten Fall gilt
foT e L (L) .
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Schreiben wir fiir die Integration iiber das Lebesgue-Maf3
/f dLh = /f(:n) dez,

/f(x) dx:/f(xo—l—Mm)]det(M)\ dz.

so gilt

O

In der néchsten Proposition sehen wir die Existenz einer Menge, die nicht L£™—meflbar
ist.

Proposition 4.3 Jedes A CR™ mit L"(A) > 0 enthdilt eine Menge S C A, die nicht
L"—mefbar ist.

Beweis:
Dazu definieren wir = ~ y <= z —y € Q" und wéhlen aus jeder Aquivalenzklasse
x + Q™ genau einen Reprisentanten, d.h. wir erhalten eine Menge E C R™ mit

R =3 (z+Q")

zel

bzw.

R" = Z(E—l—q).

qeQ™

Fiir eine kompakte Teilmenge K C E sehen wir

> LYK +q) = LM (Ugegrrpap K +q) < LK +[0,1]") < 0.
geQrN[o,1[™

Da L™"(K)=L"(K +q) , folgt
LM'K)=0 VK C E+ q kompakt,q € Q". (4.3)

Wir zeigen die Kontraposition der Proposition, d.h. wir zeigen, sind alle Teilmengen von
A meflbar beziiglich £" ,so gilt £L"(A) =0.Fir ¢ € Q" setzen wir A, := AN(E+q) .
Fir K C A; C E+ ¢ kompakt gilt mit (4.3), da L£"(K) =0 . Da wir A; C A als
L"—meBbar annehmen, folgt mit den Propositionen 4.1 und 4.2, da L£"(A,;) = 0 . Dies
ergibt
LMA) < Y LAy =0,
qeqQn

und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Im Rest dieses Paragraphen beweisen wir die Substitutionsformel per Differentiation. Wir
beginnen mit dem Uberdeckungssatz von Vitali und der folgenden Definition.
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Definition 4.2 Fine Familie V wvon abgeschlossenen Billen in R™ heifst eine feine
Uberdeckung einer Menge S C R™ , wenn

VeeS:Vo>0:d3BeV:z € BC B,(x).

Wir schreiben By(x) := By(z) und fir B = By(x) setzen wir B = Bsy(x) .
O

Lemma 4.4 (Uberdeckungssatz von Vitali) Zu jeder feinen Uberdeckung V einer
Menge S CR™ mit L™(S) < oo existiert eine abzihlbare, paarweise disjunkte Teilfamilie
V' CV mit

und

Beweis:
Da L™ mit Proposition 4.2 ein Radon-Maf} ist, konnen wir eine offene Menge U 2
S mit L*(U) < oo wihlen. Da V die Menge S fein iiberdeckt, so iiberdeckt auch

Vo:={Be€V|BCUdiam B<1}

die Menge S fein. Nun wéhlen wir rekursiv eine Folge von Béllen aus V . Seien
By,...,B; €V, fir k € Ny paarweise disjunkt bereits gewéhlt. Gilt bereits S C UleBl ,
so folgt das Lemma sofort fiir V' = {Bjy,..., B} . Andernfalls existiert y; € S — UleBl
und, da B; abgeschlossen sind und ), die Menge S fein iiberdeckt, existiert ein B € V)
mit

y € BCU —UF_ | B,

Wir setzen
dy :=sup{ diam B | B€Vy,B C U — UleBl }<1 (4.4)

mit der Definition von Vy und wéhlen By,1 € Vy mit
By CU—UF_B;, diam By, > dy,/2. (4.5)

Bricht die Rekursion nicht ab, so erhalten wir eine abzdhlbare, paarweise disjunkte Teil-
familie V' := {By, Be,...} . Wir zeigen

S—Ur B CUR, 1B fiir alle m € Ny (4.6)

und
LS —U,B) =0, (4.7)

womit das Lemma dann folgt. Fiir B; = B, (z;) haben wir By = Bsp, (2;) und sehen

LY(B1(0) Y of = D L™M(B) = LUy By) < L"(U) < oo (4.8)
=1 =1
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Dies ergibt mit (4.5)
dk < 2diam Bk-i—l = 4Qk+1 — 0. (4.9)

Zum Beweis von (4.6) sei y € S — U B; , und wie oben, da Vj die Menge S fein
iiberdeckt, existiert ein B € Vy mit

ye BCU—-U",B,. (4.10)

Fiir grofles k& sehen wir mit (4.9), dal dy < diam B und, da B € V) , erhalten wir mit
der Definition von dj in (4.4), dafl

BZU-U B,.
Wir wihlen das kleinste solche &k und sehen k > m mit (4.10) und
BCU-U!B, und BN By # 0.
Dann folgt mit der Definition von dj_; in (4.4) und mit (4.5)
diam B < dp_1 < 2diam Bj.
Da BN By # 0, sehen wir fiir B = B,(x) und By, = B,, (z;) zuerst
|z —akl <o+ ok, 0= 20

und weiter

B = By(2) C Byy(s—z,|(2k) C Bsg, (21) = B

Dies ergibt
Yy € B g U?im-i—lBla

und (4.6) folgt.
Aus (4.6) und (4.8) erhalten wir

£7(8 = U, By) < £(U i B) <
< Z L(By) = 5"L"(B1(0)) Z of — 0 fiir m — oo,

l=m+1 l=m+1

also (4.7), und das Lemma ist bewiesen.

/1]

Definition 4.3 Fir ein Radon-Maf$ auf R™ definieren wir die (untere/obere) Dichte
von W beziglich L™ durch

(Dp)(w) = lmsup u(B(w)/ £ (By(x) - Jfiir» € ",

(Di)(x) i= liminf p(By(a))/£7(By(a) fiir z € R,

und
(Di)(w) = lim p(By(@)) /L (By(a)) fiir w € R,

falls der Limes existiert.
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Bemerkungen:

1. Da die abgeschlossenen Bélle B,(z) = Ny ,B,(x) der Schnitt iiber die umgebenden
offenen Bille sind und die offenen Bille B,(z) = U,<,B,(z) die Vereinigung der
enthaltenen abgeschlossenen Bille und p ein Borel-Maf ist, folgt mit Proposition 1.1

(1(By(x)) = lim p(Br (), 1(By(w)) = lim (B, (z)), (4.11)

Dies ergibt

D = lim su ( (x) i —_—
D) = Bmeb 2, () ok, w))) 1P L (By(a)

f1(Bg(2) p
Du(x )—hmmf £(By(@) llrgénfm,

und in Definition 4.3 kénnen &dquivalent abgeschlossene Bélle verwendet werden.

2. Da
hmlnfﬂ( ( )) = hgl)i;lfﬂ(Bg—\x—y\(x)) = M(Bg(x))v

Yy—x

sind die Funktionen
T = Ao(w) := p(By(x))/L"(By())

unterhalbstetig, also borelmefibar. Genauso ist fiir § > 0 die Abbildung = —
SUPg <y (11(Bo(x))/ L7 (By())) unterhalbstetig, und somit

Du=Jim sup (u(By())/£"(Ba()

k=00 g o<1 /k

borelmefibar. Analog ist

x— inf (u(By(x))/L"(By()))

0<p<d

oberhalbstetig, also borelmefbar, und somit ist mit (4.11) auch

Dp = lim inf <(BQ(-))/£n(BQ(')))

k—00 0<p<1/k

borelmeBbar. SchlieBlich ist Dy auf der Borelmenge [Dy = Dp] wohldefiniert und
somit auch borelmefbar.

Damit kénnen wir folgenden Differentiationssatz beweisen.

Satz 4.1 (Differentiationssatz) Fiir ein Radon-Maf p auf R™ existiert Dy fast iber-
all beziiglich L™ und p  und ist borelmefbar mit Du € L} (L") , d.h. XBr0)Dp €
LY(L™) |, und es gilt

~ [ Dpac+ w(an Dy = ) (412)

fiir alle Borelmengen A CR"™ wund

L"(Dp = 00) = 0. (4.13)
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Beweis: B
Wie bereits bemerkt existieren Dy und Dy auf ganz R” und sind borelmefbar.
Wir zeigen fiir alle 0 < v < oo und alle Borelmengen A C R"

AC [Dp<a]l = p(A) <aLl(A), (4.14)

AC [Du>a] = p(A) > al(A). (4.15)
Zum Beweis von (4.14) kénnen wir £"(A) < co annehmen und zeigen zuerst
AC [Dp < a]l = p(A) <5"%aL(A). (4.16)

Mit der Definition der unteren Dichte ist fiir jede offene Menge U D A und v > o die
Familie

V:={B,(x) | x € A, Bso(x) S U, t(Bsg()) < vL"(Bs(x)) }

eine feine Uberdeckung von A C [Du < a] . Mit dem Uberdeckungssatz von Vitali,
Lemma 4.4, existiert eine abzihlbare, paarweise disjunkte Teilfamilie V' CV mit

AC U B,
BeV’

wobei B in Definition 4.2 definiert ist. Dies ergibt

pA) < > u(B) <y ) LYB) <5y Y LYB) =

BeVy'’ BeVy’ Bey’

=5"L"( | B) <5™MLMU),
BeV’

und (4.16) folgt, da £ mit Proposition 4.2 ein Radon-Ma$ ist.
Zum Beweis von (4.14) bemerken wir, da§ auch die Familie

Vi = {B,(z) | € A, B,(z) C U, u(By(z)) < yL"(B,(x)) }

eine feine Uberdeckung von A C [Dp < «a] . Mit dem Uberdeckungssatz von Vitali,
Lemma 4.4, existiert eine abzihlbare, paarweise disjunkte Teilfamilie V] C V; mit

crA- ) B) =0

BeV;

Da A-— UBEV{ B C [Du < a] eine Borelmenge ist, sehen wir zuerst mit (4.16)

wA- | By<s5™L"(A- | B)=0

BeV; BeVvy
und weiter
A <p(J B =D uwB) <y £MB)=+L"(J B) <£L*U),
BeV; Bevy Bevy Bev;

und wieder folgt (4.14), da L™ mit Proposition 4.2 ein Radon-Ma$ ist.
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//

Zum Beweis von (4.15) geniigt es mit Proposition 1.1, da g und £™ Borel-Mafe sind,
w(AN Bgr(0)) > al™(ANBg(0)) fir R>0

zu zeigen, also konnen wir L"(A) < oo annehmen. Wie oben ist mit der Definition der
oberen Dichte fiir jede offene Menge U O A und v < « die Familie

Vo = {Bg(x) | x € A,Bg(m) - UM(BQ(QU)) > ’Yﬁn(BQ(x)) }

eine feine Uberdeckung von A C [Du > a] . Mit dem Uberdeckungssatz von Vitali,
Lemma 4.4, existiert eine abzéhlbare, paarweise disjunkte Teilfamilie V5 C V, mit

crAa-J B =o
BeV)

Dies ergibt

LAY <AL ) B)= D Lr(B) < Y wB) =ul |J B) <),

BeV) BeV) BeV) BeV,
und (4.15) folgt, da p ein Radon-Ma$ ist.

//

Zuerst betrachten wir fiir R < oo die Borelmenge [Dp = 0] N Br(0) und sehen mit
(4.14) fir alle o >0, daB

u([Dp = 0] N Br(0)) < aL"(Br(0)) < oo,
und fiir @ — 0,dann R — oo mit Proposition 1.1
u([Dp = 0]) = 0. (4.17)

Nun betrachten wir fiir R < oo die Borelmenge [Dyu = oo]N Bg(0) und sehen mit (4.15)
fiir alle a < oo, daf

al"([Dp = o] N Br(0)) < pu(Br(0)) < oo,
und fiir @ — oco,dann R — oo mit Proposition 1.1

£([Dp = o)) = 0,

also (4.13). Nun betrachten wir fiir 0 <a <b < o00,R < oo die Borelmengen A,pr =
[Du < a <b< Du]N Bgr(0) und sehen mit (4.14) und (4.15), daB

bL" (Agpr) < (Aapr) < al™(Aap.R),

und, da L"(Agpr) < L"(Br(0)) < oo, folgt L™(Agpr), 1t(Aap,r) =0 und mit abzéhl-
barer Vereinigung iiber a <b € Q,R € Q , dafl

L"([Dp < Dpl), p([Dp < D)) = 0. (4.18)
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Zusammen folgt Dy ist fast iiberall beziiglich £™ und p auf R™ definiert, und wir sahen
bereits, da} Dy borelmeBbar ist.
Eine beliebige Borelmenge A C R™ zerlegen fiir 7 > 1 in

+o0
A=A+ A+ A+ > A

j=—o0
mit
Aso := AN [Dp=o0], Ay:=AN[Dp# Dy < o0,
A_=AN[Du=0], A;j=An[r/~t<Du<i].
Es gilt mit (4.14)
u(A;) < TLMA;) < T/D,u acr
Aj
und mit (4.15)
771 [ DpdL™ < 7TILMAS) < p(A).
A;
Weiter sehen wir mit (4.13)
L7(A) =0 = / Dy dL,
Aoo
mit (4.17)
u(A_)=0= /D,u dc”",
A_

und mit (4.18)
p(Ap) =0 = £(4,) = [ Dy dcr.

Ay
Zusammen ergibt dies
+oo
p(A) = p(Ase) + p(Az) + p(A) + > p(4) <
j=—00

+o00
< u(AN[Dp = o)) + / Dudﬁ"+72 /D,udﬁ"ﬁ
AcotAs+A_ j:—ooAj
<+ [ Dudc" + pan Dy = ),
A
und genauso
p(A) = 71 [ DL+ u(An [Dp = )
A
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Lassen wir 7 N\, 1, so erhalten wir (4.12). Insbesondere ergibt dies
/ Du dL” < p(Bg(0)) < oc,
Br(0)
also Du € L} (L") .

/1]

Bemerkungen:

1. Fiir ein Radon-Maf8 g auf R® und f € L} (u), d.h. XBg(0)f € L'(p),und f>0

loc
setzen wir

(fr)(S) = inf /f dp  fiir S CR™
BDS BorelmengeB
Mit Proposition 4.1 sieht man leicht, dal fu ein Radon-Mafl ist und

(fu)(A) = /f dp  fiir A C R™ mefibar beziiglich p.
A

Weiter gilt

/g d(fu) = /gf dp (4.19)

fiir alle p—meBbaren g : R™ — [0,00] bzw. p—mefbaren g € L'(fu) , und im
zweiten Fall ist gf € L'(u) .

2. Fiir ein Radon-Maf3 p auf R™ ist
fising = | [Dp = o0] (4.20)
mit der Bemerkung nach Proposition 4.1 ein Radon-Ma$, und mit (4.12) gilt
p=Du L" + sing,

zuerst auf allen Borelmengen, und dann auf allen Mengen, da alle drei Mafle Radon-
Mafe, insbesondere borelregulédr sind.

3. Ist das Radon-Mafl u absolut-stetig beziiglich £" , d.h.
L'A)=0= pu(A)=0
fiir alle Borelmengen A C R™ | so folgt in obigem Satz mit (4.13)
#(Dp = o0) =0,
also
J(A) = / Dy dcn (4.21)
A

fiir alle Borelmengen A C R™ .
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Definition 4.4 Fir f e L} (L"), d.h. XBgr0)f € LY(L™) | heifit € R™ ein Lebes-

loc

guepunkt von f € L} (L") , wenn

loc

i £°(B,(e)) "t [ 17 = J)] 2" =0,

0—0
By(z)

Proposition 4.5 Fir fc L (L") sind L"—fast alle x € R" Lebesquepunkte.

loc

Beweis:

Fuer beliebiges r € R ist auch |f — 7| € L}.(L") und wir betrachten die Radon-
MaBe p, = |f —r|L™ . Klarerweise ist pu, absolut-stetig beziiglich L™ , und mit dem
Differentiationssatz, Satz 4.1, existieren die Dichten Dy, € L} (L"), und mit (4.21) gilt

loc

/\f—r! L™ = i (A) = /Dur ace
A A

fiir alle Borelmengen A C R™ . Fiir jede kompakte Teilmenge K C [|f —r| > Du,]
erhalten wir

/D,ur dﬁ":/|f—r| dL" < oo,

K K

also
[5 == Dury azr ~o.
K
Da |f —r|—Du, >0 auf K C[|f —r| > Dpu,] , folgt mit Proposition 1.6 (1.21)
£ (K) =0,

und, da [|f —r| > Du,] meBbar beziiglich L™ ist, erhalten wir L"(|f —r| > Du,) =0
mit den Propositionen 4.1 und 4.2. Genauso erhalten wir L"(|f —r| < Dp,) = 0 und
zusamien

|f —r|= Dpu, fast iiberall beziiglich £",

d.h. aulerhalb einer L£" — Nullmenge N, € R"™ . Dann ist auch N := UgcqlV, eine
Nullmenge beziiglich £" , und wir sehen fiir = € R™ — N und beliebiges g € Q

: MQ(BQ('%')) I 1 n — n
@) = g = lim FEZEES =l £7(B(x) 13[) 1~ dl ac”

Dies ergibt
timsup £'(By(a)) "t [ 17 - fa)] de” <

0—0
Bo(z)

<timsup £'(By(@) " [ (1f —al+ 1o~ f(@)) 4L =207() —q| faralle g€ Q
o—
Bo(x)
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und fiir ¢ — f(x)

lim sup £7(B,(z)) ! / If — f(2)] dL” =0,
et Bo(z)

also ist x € R™ — N ein Lebesguepunkt von f .

/1]

Proposition 4.6 In Satz 4.1 gilt fiir L"—fast alle © € R™ fiir alle Borelmengen B C
B1(0) mit L*(B) >0
p(z + 0B)
D = -— 4.22
niw) o0 LMz + oB) (4.22)

Beweis:
Mit dem Differentiationssatz, Satz 4.1, angewandt auf das Radon-MaB pging in (4.20)
ergibt sich

Psing(A) > /D,usmg dL™  fiir alle Borelmengen A C R™.
A

Fiir die Borelmenge Z := [Dp = o] sehen wir figing(R" — Z) = (u|Z)(R" — Z) =0 =
L"(Z) mit (4.13) und erhalten

/Dusmg dL™ = / Diiging dLm < ,U'sing(A —-Z)=0.
A A-Z

Wihlen wir insbesondere A := [Dpugng > 0] , so erhalten wir Dpugng =
0 fast tiberall beziiglich £" .

Mit Proposition 4.5 sind £" — fast alle x € R” Lebesguepunkte von Dy € L} (L")
und erfiillen weiter ﬁusmg(x) =0 . Fiir solche z € R" sehen wir mit dem Differentiati-
onssatz, Satz 4.1, ( )

. u(xr + oB
limsup |2y — Dula)| =

= limsup |£"(x + @B)fl( / Dy dL™ + prsing(z + @B)> - Du(x)( <
0—0
z+oB

. n _ n . ,U/sing(x + QB)
< limsup £"(z + oB) ™! / Du— Dup(x)| AL™ + lim sup ————~
< lim sup (z + oB) |Dp — Dp(z)| Dt 0B)

z+oB
L"(B1(0)) (.. n 1  Dulx " lim sy fsing(Bo(x))\
< “ZiB) <1l?jgp£ (Bo(z)) B[) |Dp — Dp(x)| L™ +1 gﬁopiﬁn(Bg(w)) >
_ L"(Bi(0))

2oy (0 Dhsingl0)) =0,

und wir erhalten (4.22).

/1]
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Als Korollar ergibt sich folgender berithmte Satz von Lebesgue.

Korollar 4.2 (Lebesgue) Es sei ¢ : R — R monoton nichtfallend. Dann ist ¢ in
L' —fast allen t € R differenzierbar, und es gilt

b
/gp’dﬁlggp(b)—gp(a) V—oo<a<b< .

a

Gleichheit gilt, falls o stetig und aufSerhalb einer abzdhlbaren Menge differenzierbar ist.

Beweis:

Wir bezeichnen mit ¢(b—) := limyy, ¢(t) bzw. p(a+) := limy |, ¢(t) links- bzw. rechtssei-
tige Grenzwerte, die existieren, da ¢ monoton ist. Wir definieren das Lebesgue-Stieltjes-
Maf} durch

u(S) = inf { 3 (p(0r-) — plar+)) | § € U Jax, bilyax < by € R .
k=1

fir SCR.
Ahnlich wie beim Lebesgue-MaB sieht man, daf Intervalle ]a,b[ mefbar beziiglich
sind und

p(la, b)) = (b—) — p(at), u({a}) = plat) — pla—). (4.23)

Damit ist p ein Borel-Maf}, und wie in Proposition 4.2 sehen wir mit Proposition 4.1,
dal p© ein Radon-Ma#f ist.

Mit dem Differentiationssatz, Satz 4.1, erhalten wir die Zerlegung pu = fL' +
[sing mit f € L} (£') und weiter mit Proposition 4.6 ein N C R mit LY(N) = 0,

so daB fiir alle t € R — N und alle Borelmengen B C]— 1,1[ mit £'(B) > 0

p(t + oB)
t) = e D EE— . 4.24
JO) =t on) = (4.24)
Wiéhlen wir B = [0,1] so erhalten wir mit (4.23)
f) =t 2o =el) oy gy (4.25)

0}0 0
Daraus folgt zuerst

p(t+) = lin o(s) = lin p(s—) = p(t-),

also ¢(t) = p(t+) = ¢(t—) , und ¢ ist stetigin ¢ .
Betrachten wir o+ 6 N\, 0 , so folgt

iy PU o) —o(t)
ft)= lirp .

und, da (t +0—) < p(t +0) < e(t+ o+) ,
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Damit existiert die rechtseitige Ableitung von ¢ in¢ und ist f(¢) . Wéhlen wir B =
] —1,0] , so erhalten wir die gleiche Aussage fiir die linksseitige Ableitung. Zusammen ist
¢ differenzierbar in ¢ und ¢'(¢t) = f(¢) . Wir erhalten

b
o(b-) — plat) = p(a b)) = / o AL+ raing(Ja, B,

insbesondere ,
p(b) = pla) > p(b—) — plat) > /w’ act.

Ist ¢ differenzierbar in t € R, so gilt Du(t) = ¢'(t) < oo , und mit dem Differentiati-
onssatz, Satz 4.1, folgt

Psing = p|[Dp = oo] < pl{t € R | ¢ nicht differenzierbar in ¢ }.

Ist ¢ stetig, so folgt mit (4.23), daB8 wu({t}) =0, also u(C) =0 fiir alle abzéhlbaren C' C
R . Zusammen ergibt sich, ist ¢ stetig und auflerhalb einer abzéahlbaren Menge differen-
zierbar, so gilt pging =0 und

b
o(b) — p(a) = / S dct,

/1]

Nun kommen wir zum Beweis der Substitutionsformel.

Satz 4.3 (Substitutionsformel) Es sei ¢ : U5V eine lokale Bilipschitzabbildung
zwischen zwei offenen Mengen U,V CR™ .
Dann gilt fiir das Bildmaf , siehe Defintion 1.11, des Lebesguemafles

SN LV (A) = / |det D] d(£7(U) (4.26)
A

fiir alle Borelmengen A CR™ wund weiter

/f dﬁ”:/(fogp)|detho| acn
\%

U

fiir alle L"—mefbaren f :V — [0,00] bzw. L"—mefbaren f € LY(L*|V) , und im
zweiten Fall ist (f o ¢)|det Dp| € LY(L™|U) .

Beweis:

Es geniigt, (4.26) zu beweisen. Dazu betrachten wir zuerst borelmebares f = xp auf V',
dh. B CV ist eine Borlemenge, und sehen A := ¢ !}(B) C U ist mit der Stetigkeit
von ¢ eine Borelmenge und xp o ¢ = x4 . Dann folgt mit (4.26), dass

/XB dL™ = (L"V)(B) = (L"[V)(p(A)) = ¢ (L [V)(4) =
\%4
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:/|dew¢| AL |U) = /XA|dethp| acr — /(XBogp)|dethp| acr.
A U U
Durch Approximation mit Proposition 1.3 folgt nun die zweite Identitét fiir alle borel-
mef8baren f :V — [0,00] bzw. borelmeBbaren f € L'(£"|V) , und im zweiten Fall ist
(f o )| det Dg| € L} (£7|U) .
Fir L"—mefbares f auf V' erhalten wir mit Proposition 4.1 ein borelmeflbares
g auf V mit L"(f # g) =0 . Mit Proposition A.2 sehen wir

LYfop#gop) =L ' (f#9) =0,
also
/f dL™ = /g dLm = /(gocp)\detho\ dL™ = /(focp)\detDcp[ dcn.
v v U U

Zum Beweis von (4.26) betrachten wir die stetige Abbildung ¢ := ¢! : V — R" und
das MaB = (L") = ¥ (L™ V) auf R™ | also

u(8) = LMP7H(S)) = LY((SNV)) ¥S CR™

Fiir alle offenen Mengen W C R™ ist ¢ '(W) C V offen, da v :V — R" stetig ist,
und mit Proposition 1.10 sind alle offenen W C R™ mefibar beziiglich p , folglich ist p
ein Borel-Ma#f.

Zuerst nehmen wir U,V als beschrénkt an. Dann gilt p(R") = £L™(V) < oo . Fiir
S CR"und e > 0 wihlen wir eine offene Menge o(SNU) C W C V mit L*(W') <
LM(@(SNU))+e=pu(S)+¢e und eine kompakte Menge K C V mit L"(V — K) < ¢ .
Dann ist W := (R" —(K))Up }(W’') 2 S offen und

pW) =L e(WNU)) =LV - K)UW') < u(S) + 2.
Mit Proposition 4.1 ist p ein Radon-Ma#f.
Da ¢ lokal lipschitz ist, folgt mit Proposition A.2 fiir alle S C R™ mit £"(S) =0,

daf3
u(S) =L (p(SNU)) =0,

insbesondere ist p absolut-stetig beziiglich L£" . Mit dem Differentiationssatz, Satz 4.1,
und (4.21) folgt

p(a) = uant) = [ Dudcr = [ Dpdieniv)
ANU A

fiir alle Borelmengen A C R™ . (4.26) folgt, wenn wir zeigen
)

Dp(zx) := lim L(p(Bo(2)))

T By (@) = |det Dp(z)| fiir L™ — fast alle z € U. (4.27)

Mit Proposition A.4 gilt fiir L"—fast alle © € U , daB ¢ inx,o liny = p(x) € V
differenzierbar ist und Dp(z)~! = Dp~1(y) . Ist Dy(z) = I, , so auch Do~ '(y) = I, .
Fiir € > 0 beliebig und o geniigend klein gilt

@(By(2)) € B(14e)0(v),
wil(BQ(y)) - B(l—a)*lg(x)a
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also fiir ¢ noch kleiner

B(l—a)g(y) - QO(BQ(x)) - B(l—l—a)g(y)'

Dies ergibt

und
LB it et Dt
3}12% 20(B.(1)) =1=detI, = |det Dp(x)|,
also (4.27).

Allgemein setzen wir M := Dy(z)~! = Do~ !(y), :== Moy und sehen D@(z) = I, .
Mit dem eben Bewiesenen und Proposition 4.2 folgt

L EOMp(Bye) | Le(By(e)
L T By M s, @)
also
LB s Dt
ting SHA2) et M| = det Do),

und (4.27) ist bewiesen.

Schlieflich betrachten wir allgemeines U,V . Fiir By(x) C U ist ¢(By(x)) C
©(By(z)) €V beschrinkt, da ¢(B,(x)) kompakt ist. Nach dem oben Bewiesenen gilt
fiir alle Borelmengen A C R™ | dass

u(Bo(x) N A) = g (LM [V)(By(2) N A) = ¢ H (L [9(B,(2)))(A) =

:/|deth0| A(L"|B,(z)) = / |det Dep| d(L™|U)
A By(z)NA

und mit geeigneter Zerlegung

w(A) = / |det Dp| d(L™|U) fiir alle Borelmengen A C U.
A

p( Uy =0= [ |det Dl a2 V),
Rr»—U
folgt (4.26), und die Proposition ist bewiesen.

/1]
Bemerkung:
Fiir S C R™ wihlen wir eine Borelmenge ¢(SNU) C B’ CV mit L*(B') = L™"(p(S N
U)) = u(S) . Dann ist B:= (R*" - U)U e (B ) S eine Borelmenge und

w(B) =L (p(BNU)) = L"(B') = pu(S).
Daher ist p borelregulér, und es folgt
9 H(L"[V) = | det Dyl (L"|V).
a
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Teil 11
Integralsitze

5 Divergenzsatz - Der Integralsatz von Gauf3

In diesem Paragraphen beweisen wir den Divergenzsatz bzw. Integralsatz von Gaufl unter
sehr schwachen Lipschitzannahmen fiir den Rand.

Definition 5.1 FEine nicht-leere Menge M C R™  heifit eine CF — n— bzw.
Lipschitz—n— Untermannigfaltigkeit von R™ n € N | wenn fir jedes = € M ei-
ne offene Umgebung V C R™ wvon z wund eine CF— bzw. Bilipschitzabbildung ® :
UM NV existiert, die ein Homdomorphismus einer offenen Menge U C R"™ auf die
i M offene Menge M NV st und

rang D®(y) =n  fir alle bzw. fir L™ — fast alle y € U.

Wir nennen ® eine lokale Parametrisierung von M .
Fiir eine lokale Parametrisierung ® definieren wir die Riemannsche Metrik

gij = (0;®,0;9P),
(97) = (gij) ', g = det(gi;) und das induzierte Maf auf U durch

pg = /g LU
Das Flichen- bzw. Volumenmaf auf M ist definiert durch

areapy (M NV) =voly [(MNV) := Py puy. (5.1)
Der Tangentialraum an M ist definiert durch
TyyyM = im Dd(y)

und der Normalenraum durch Ng, M = Tq)(y)Z\IL fir alle bzw. L"—fast alle y e U .

d

Bemerkungen:

1. Fiir obige lokale Parametrierung ® wéhlen wir y € U mit ®(y) = x und eine offene
Umgebung W (y) von y mit kompaktem Abschluss W (y) C U . Dann existieren

abzdhlbar viele lokale Parametrierungen ®; : U—=5M NV, und offene Mengen mit
kompaktem Abschluss W(y;) C U; , so dass

M = U2, 9(W(y1))

die abzdhlbare Vereinigung kompakter Mengen ist, insbesondere ist M eine Borel-
menge in R™ .
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2. Oben ist pg:= /g L"|U definiert durch

pg(S) == inf /\/g dL™|U fur S C U,

BDS Borelmenge A

insbesondere ist i, borelreguldr auf U . Da ® ein Homéomorphismus ist, ist @,
borelregulér auf M NV . Fiir eine Partition M = )2, B; mit Borelmengen B; C
M NV, erfiillt jedes Volumenmafl wvolp; auf M , das dariiberhinaus ein Borel-Maf

ist,
[e.e]

volps(S) =) (Preptg) (SN B fir § C M. (5.2)
=1
Damit gibt es hochstens ein Volumenmafl auf M |, das ein Borel-Maf ist.

Wiéhlen wir umgekehrt (5.2) als Definition von wolys , so ist dieses wvolys ein
borelreguldres Mafl auf M und erfiillt mit der folgenden Proposition fiir jede lokale
Parametrisierung (5.1). Dies zeigt die Existenz eines Volumenmaf$l auf M , das
borelregulér ist.

3. Tatséichlich ist das Volumenmaf} auf M unter allen Maflen eindeutig. Denn sei
volps ein Volumenmafl auf M ,und K; C B € M NV, seien kompakte Mengen.
Wir zeigen

o0
volar(S) > D (Prapg ) (SN Ky)  fiir S C M. (5.3)
=1
Fir L € N wiahlen wir paarweise disjunkte, offene Mengen W7y, ..., W mit K; C

W; € V; und betrachten die offenen Mengen Uj := @;1(1/1/1 NM) C U, . Mit der
Diffeomorphie R™ = B;(0) koénnen wir U; C Bj(0) und nach Translation die
paarweise Disjunktheit der U; annehmen. Damit definieren wir die lokale Parame-
trisierung @ : 3, U/ 3", (W N M) mit ®|U] := &|U/ und erhalten mit (5.1), da
volys 1>, (W, N M) = ®.puy borelregulér ist und K; kompakt, also Borelmengen
sind, dass

L L

L
volar(S) > (Buppg) (SN Y K1) =Y (@uptg) (SNKL) =D (Pupig)(S N K,
=1 =1 =1

also (5.3) mit L — oo .

Nun betrachten wir die Borelmengen 4; := ®,'(B;) C U; C Bi(4) und wihlen
mit den Proposition 4.1 und 4.2 kompakte Mengen C}" C A; mit L"(A4; — C]") —
0 fiir m — oo . Wahlen wir 0.B.d.A. By C &;(W(y;)) € M NV, ,also A C
W(y;) C U; kompakt enthalten, so ergibt dies

pg, (A —C") = / Vo d€" — 0 fir m — oo.
A—om

Dann sind K" := ®;(C]") C B; kompakt mit

volpr(By — KJ™) = (®puptg)) (B — KJ™) = g, (A — CJ") = 0 fiir m — oo,
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und mit (5.3) folgt

L L
UOZM Z P, *Mgl S N Kl —) Z P, *Mgl S N Bl)
=1 =1
also -
vol (S Z Dy wpg) (SN By)
=1

fir L — oo . Da die umgekehrte Ungleichung aus der o—Subadditivitét von vol M
folgt, erhalten wir wvoly; = volpys mit (5.2), und somit die Eindeutigkeit des Volu-
menmaf} auf M .

O

Die Wohldefiniertheit des Volumenmafles ergibt sich aus obigen Bemerkungen und der
Substitutionsformel.

Proposition 5.1 M CR™ sei eine C*¥ —n— bzw. Lipschitz—n— Untermannigfaltigkeit
von R™ n,k € N, und @y : Uy—MNV,, a0 = 1,2, seien zwei lokale Parametrisierungen
mit Metriken g, und Ubergangsabbildung

P12 = (I)EI o®y :Ujg:= (I)II(M NnNVinN Vg)i>U21 = @51(Mﬂ Vin VQ)

Dann transformieren sich die Metriken durch

91,5 = i‘Plf2aj‘P112(g2,kl © ¢12),
g1 = | det Dip12|? (g2 0 p12).

Insbesondere gilt
P14 (g, [Ur2) = P2 (pg, [Uar),

und das Volumenmaf auf M ist mit abzihlbarer Uberdeckung wohldefiniert.
Weiter gilt
im D®(y) = im D®y(p12(y))

fir alle bzw. L"—fast alle y € U , und der Tangentialraum an M st dberall bzw.
volpr— fast tiberall wohldefiniert.

Beweis:
Klarerweise ist 1o bilipschitz und mit dem inversen oder impliziten Funktionensatz
ergibt sich @19 € Ck . Mit &1 = P50 w12 auf Ujs sehen wir

g1ij = (0i®1,0;®1) = (9ipa (O P2) 0 P12), Do (A P2) 0 p12)) =
= 9i0120; 12 (g2,41 © P12)-
Als Matrizen schreibt sich dies als (g1,5) = (Dgolg)T(ggJﬁl o p12) D12 , und wir erhalten

g1 = | det Dp12|?(g2 © @12).
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Schliefflich rechnen wir mit Proposition 1.10 und der Substitutionsformel, Satz 4.3,

(012 )sttgs [U21 = (£15)+(y/G2L" [ U21) = | det Dp12|(\/g2 © p12) L™ [ Ur =
= /91L" Uiz = pg, U1z,
also
Do (t1gy [ Un1) = P14(075 ) (gy |Ua1) = P14 (p1g, [ Un2).

Fiir y € U;s bzw. mit dem Satz von Rademacher, Satz A.1, und Proposition A.4 fiir £"—
fast alle y € Uy sind @1, p1o differenzierbar in y, @9 differenzierbar in ¢12(y), De12(y) €
R™™ gt nicht-singulédr und D®;(y) = DP2(p12(y))De12(y) . Daraus folgt

/1]

Definition 5.2 FEine offene Menge Q C R™ hat CF— bzw. C%' -Rand oder Lip-
schitzrand, wenn zu jedem x € O ein o > 0 wund eine CF— bzw. Lipschitzabbildung
@: Bl 1(0) SR = R,p(0) =0 ezistieren, so daff nach einer Rotation

(=) N B,y(0) = {(y,) € By~ (0) x R | t > ¢(y) } N B,(0). (5-4)

Insbesondere ist 0Q eine CF — (n —1)— bzw. Lipschitz—(n — 1)— Untermannigfaltigkeit
von R™ . Die dufSere Einheitsnormale an 90 ist gegeben fiir alle bzw. fast alle y €
By=1(0) mit (y,¢(y)) € By(x), insbesondere (y,p(y)) € 09, durch

\% -1

valy: $)) = —7= SZOE

und die Determinante der Metrik der lokalen Parametrisierung y +— (y,(y))
g=1+ Vel (5.6)
wie man leicht sieht, wenn man o0.B.d.A. nach einer Rotation im Parameterbereich
Vo(y) = 0ip(y)er,er = (1,0...) annimmdt.
O
Satz 5.1 (Divergenzsatz - Integralsatz von Gaufl) Es sei Q CR"™ beschrankt, of-

fen und mit Lipschitzrand und f : Q — R™ lipschitzstetig.
Dann gilt

/div fdct = /fVQ dareaygq. (5.7)

Q o0

Beweis:
Mit Proposition A.1 setzen wir f zu einer Lipschitzabbildung f:R"™ — R™ fort.

Gilt supp f C Q C]—R, R[" mit R > 0 geeignet, soist ¢t — f(y,t) fiir festes y € R"~!
lipschitz und mit kompaktem Triger in R . Mit Proposition A.3 folgt

d
—fn(y,t) At = fuly, R) = fuly,—R) =0 Vy € R*
R
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und mit dem Satz von Fubini, Satz 3.1

/8nfn dﬁ":/anfn dL" = / /anfn(y,t) dt dy =0,
Q R"

Rn-1 R

also

/dz’v fdch=0= /fVQ dareagq,
Q o0

da f=0auf o0 .
Nun betrachten wir = € 99,0 > 0 mit (5.4) fiir eine Lipschitzabbildung ¢ , und
0B.d.A.sei z=0.Fir A:=2(Lip o+ 1),r:=p/(2A) ,

Z = B 0)x] — Ar, Ar|

sehen wir
ANZ=A{(y,t) | |yl <rely) <t<Ar}.

Ist supp f C Z , so rechnen wir mit dem Satz von Fubini, Satz 3.1, und Proposition A.3

wie eben
/ O fo AL = / / D fuly,1) dt dy = / Fulys 0y (5.8)
Q

B H0) ¥ Br~1(0)
Fir i=1,...,n—1 setzen wir

Ar

Fi(y,t) := /fl(y, s) ds fir |y| <r|t] < Ar
t

und sehen
t) = /al-fi(y, s) ds fiir £77! — fast alle y € B"71(0) und alle || < Ar.

Wieder rechnen wir mit dem Satz von Fubini, Satz 3.1,

/(%fl-dﬁnz / /(9]‘“Z y,t) dt dy = / 0iFi(y,p(y)) d
Q Bnl

B 0) »(v)

Weiter setzen wir ;(y) := Fi(y, ¢(y)) . Klarerweise sind 1; lipschitz mit kompaktem
Tréiger in B?~1(0) . Mit dem oben Bewiesenen folgt [ Oi(y) dy =0 und, da
B~ (0)

0ibi(y) = 0iFi(y, v(y)) + OnFi(y, v(y))0ip(y) =

= 0iF;(y, e(y)) — fi(y,0(y))Oip(y) fiir L — fast alle y € B~(0),
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wie eine kurze Rechnung zeigt, erhalten wir
/ OFwew) dy= [ Flueu)oely) dy,
Bn 1 Bn 1(0
Zusammen mit (5.8) folgt
/div fdLt = / fly, ¢ Ve(y), —1) dy. (5.9)
Q Br(0)

Betrachten wir die lokale Parametrisierung ®(y) := (y, ¢(y)) von 99 , so sehen wir mit
(5.5), (5.6) und Proposition 1.10

/ny dareapgn = / fra d®.pug = / ((fvq) o ®)\/g dL™ ! =

Nz B H0)

(
fly,e V14 |Ve(y)? dy,
[ \/1+!W> !2 VA
B 1(0)

und (5.7) folgt mit (5.9), wenn supp f C Z .

Also existiert zu jedem z € 0 eine offene Umgebung U(z) C R" , so daB (5.7) gilt,
wenn supp f C U(x) . Wir iiberdecken den kompakten Abschluss € durch endlich viele
Uz)) = Q,2 € Ql=1,...,k und

Mit Proposition B.1 existiert eine Zerlegung der Eins auf € beziiglich Q;,1 = 1,...,k,
genauer existieren ¢, € CJ(€;) lipschitzstetig mit 0 < ¢ < 1,259:1 o = lauf Q. Da
supp(erf) € Qp , gilt (5.7) fiir ¢ f fiir L =1,...,k , und wir erhalten

/divfdﬁ”—/dw(Zaplf dE" Z/dw o f)dL" =

Q I=1q

- Z/Sﬁlf vo dareagn = /fl/g dareayq,

=150

also (5.7), und der Satz ist bewiesen.

/1]
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6 Der Divergenzsatz auf Mannigfaltigkeiten

Definition 6.1 Es sei M eine CF—n— Untermannigfaltigkeit von R™ . Eine Abbildung
f:MNV =R fir eine offene Menge V. C R™ heifst C! firl=0,...,k , geschrieben
feC {MNV) , wenn fir jede lokale Parametrisierung ® : U — M NV, U CR offen,
von M die Abbildung fo®:U — R eine C'—Abbildung ist.

Fir feCYMNV),7€T,M definieren wir den Gradienten auf M durch

VMf(x) = WTIMVf(x)

fiir die orthogonale Projektion mr, @ R™ — T,M und eine Fortsetzung f €
Cl(Bgm(ac)) von f , die nach der folgenden Proposition existiert, und VM f ist unabhdingig
von der Fortsetzung. Die Richtungsableitung beziiglich T € T, M definieren wir durch

D-f(z) == (V" f(z),7).

Fine Abbildung f : M NV — R™  heifit ein  Cl— Vektorfeld in R™ | geschrieben

f e Cl MV, R™)  wenn (f,v) € CHYMNV) fiir jedes v € R™ . Ein Vektorfeld in R™

heifit tangential bzw. normal, wenn f(x) € T,M bzw. f(x) € Ny M fir allex € M NV .
Fir fe CYMNV,R™) definieren wir die Divergenz auf M durch

n

divys f () = Z(Ti,Dn.f(m» firx e MNV,1,...,7, eine Orthonormalbasis von T, M.
i=1

Fir fe€C*(MNV) und M € C? definieren den Laplace auf M durch
Ay f = divy VM f.
O

Proposition 6.1 Zu f € CY(M NV),M eine C* — n— Untermannigfaltigkeit von
R™ 1 = 0,....kV C R™ offen, existiert fir jedes x € M NV eine Fortsetzung
fe Cl(B;”(x)) von f und die orthogonale Projektion auf T, M

VM f(x) = mr,mV f(z)

ist unabhingig von der Fortsetzung. Weiter ist fir f € CY (M NV,R™) die Definition der
Divergenz auf M wunabhingig von der Orthonormalbasis des Tangentialraumes.

Beweis:

Wir betrachten eine lokale C¥—Parametrisierung ® : U C R"5V(x) € M auf eine
offene Umgebung V(x) von x in M und y € U mit z = ®(y) . Da rang D®(y) =n ,
konnen die Tangentialvektoren 01P(y),...,0,®(y) € T,M durch vq,...,Vp_pn € R™ |
z.B. eine Orthonormalbasis von N,M , zu einer Basis von R erweitert werden. Wir

definieren
m—n

U(w, z) := ¢(w) + Z ziv; firweU,zeR™™"
i=1

und sehen rang DV (y,0) =m , alsoist ¥ : Ul(y, O)lB?(az) ein C*—Diffeomorphismus
einer geniigend kleinen offenen Umgebung  U(y,0) von (y,0) in R™ . Setzen wir
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f(U(w,2)) == f(®(w)) fiir (w,z) € U(y,0) , so ist f € C(B,(x)) ecine gewiinschte
Fortsetzung.

Fiir 7€ T, M =im D®(y) existiert v € R" mit 7 = D®(y)v , und wir sehen fiir eine
beliebige C!'—Fortsetzung f von f

D.f(z) = Vf(2)D®(y)v = Dy(f 0 ®)(y) = Dy(f 0 @) (),

insbesondere ist D f (z) unabhéngig von der Fortsetzung, und der Gradient von f auf M
wohldefiniert.
Wahlen wir wie oben vq,...,v,_ym als Orthonormalbasis von N,M , so sehen wir

Dy, f(x) = Vf(2)01;(y,0) = 8 j(f 0 ¥)(y,0) = 0, (6.1)

da f(¥(w,z)) = f(®(w)) unabhingig von z ist. Fiir eine beliebige Orthonormalbasis
T,...,Tp von T, M bildet 7,...,7p,V1...,Vm_n eine Orthonormalbasis von R™ , und
es gilt

n n

> (75, Dy f(2)) = (13, Dr f2) + Z v, Dy, f(x)) = div f(z),
7=1

i=1 i=1

und die Definition der Divergenz von f auf M ist unabhéngig von der Orthonormalbasis
von T,M .

/1]

Lokale Formeln fiir Gradient, Divergenz und Laplace sind in der folgenden Proposition
gegeben.

Proposition 6.2 Essei M eine C'—n— Untermannigfaltigkeit von R™ wund eine lokale
Cl—Parametrisierung ® : U C R*—=VNM,V CR™ offen, mit Metrik gij = (0;®,0;P) .

Fir feCYU) gilt
VM(fod™ ) od = g"0,f0;® =: (grad,f)'0;®. (6.2)

Sind M und ® in C? | so gilt fir X € CL{U,R"), f = (X'9;®)o0® 1 € CH(M NV,R™)

1 .
divyr f) o ® = —0;(/9X") =: divg X 6.3
( ) NG (VgX") g (6.3)
und fiir f € C?*(U)
M(fod® ) od=—20i(/9970;f) = A, f. (6.4)
\/_
Dabei summieren wir iber Indices von 1,...,n , die als obere und untere Indices auftreten.

Beweis:
Klarerweise folgt (6.4) aus (6.2) und (6.3). (6.2) ergibt sich aus

(970;f0:%,01%) = gV ga0;f = O f = (VM (fo @) 0®,0®) I=1,....n.
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Zum Beweis von (6.3) withlen wir eine Wurzel (af) von g~ , d.h. ¢" = afal und af = al ,

und setzen T; := af@kq) eTM,i=1,...,n.Da
(1i,75) = (a} O, ®, abOy®) = afgmal = 6;; i,j=1,...,n,
bilden 71,...,7, eine Orthonormalbass von TM . Mit (6.1) rechnen wir
(Dr, f) o ® = did)(f o @) = aldy(X'0;®)

und
n n

(divas f) o ® = (75, (Dy f) o ®) = Y (ah 0, a0)(X'0,®)) =

j=1 j=1

= Za (D, 0 (X10;®)) = gMgri I X+ gM X (0@, 01 ®) = 0, X"+ X' g D910 /2. (6.5)

Fixieren wir go4j := g4j(y) , so erhalten wir elementar fiir die Ableitung der Determinante

99 = 900; det(g5"gin) = go spur(9;(96 gmt)) = 99 g in y,
also
9" 0igri/2 = 9i9/(29) = 0:(v/9) /9,
und (6.3) folgt mit (6.5).

/1]

Als nachstes definieren wir die zweite Fundamentalform.

Definition 6.2 Fiir eine C? — n— Untermannigfaltigkeit M von R™ definieren wir die
zweite Fundamentalform in x € M beziiglich 7,n € T, M durch

AM(7,m) = Den(2)*

wobei wir 1 zu einem tangentialen C'— Vektorfeld mit n(x) =1 in eine offene Umgebung
von x in M fortsetzen und .= die orthogonale Projektion auf den normalen Raum N, M
bezeichnet.

Der mittlere Kriimmungsvektor von M st definiert als die Spur der zweiten Funda-
mentalform

n
x) = ZA%(TZ‘,TZ‘) firx e M, ..., 7, eine Orthonormalbasis von T, M.

(]
Zuerst zeigen wir, dal 7 zu einem tangentialen C!—Vektorfeld fortgesetzt werden kann.

Proposition 6.3 Es sei M eine CF — n—Untermannigfaltigkeit von R™ x €
M,r,..., 17, eine Orthonormalbasis von T, M und v1,...,Vm_n eine Orthonormalbasis
von NpM . Dann kénnen t;,v;,i=1,...,n,j=1,...,m—n in eine offene Umgebung
V(z) vonz in M z2u CF-1—Vektorfelder fortgesetzt werden, so daffi 71(€),..., (&)

eine Orthonormalbasis von TeM  und v1(§),...,Vm—n(§) eine Orthonormalbasis von

NeM fiir alle § € V() bilden.
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Beweis:
Wir betrachten eine lokale C*—Parametrisierung ® : U C R"—5V(z) € M auf eine
offene Umgebung V(z) von z in M und y € U mit z = O(y) .

Da T,M =im D®(y) per Definition, existiert eine Basis wvy,...,v, € R" mit ; =
D®(y).v; fir i =1,...,n . Wir setzen 7;(®(2)) := D®(2).v;,0;(P(2)) = v; fir z € U,i =
1,...,n,7=1,...,m . Klarerweise sind 7;,7; € C*=1(V(x),R™), 7 sind tangential und
fir U geniigend klein bilden 71(&),...,7,(£),01(£), ..., Um—n(&) fiir £ € V(z) eine Basis
von R™ .

Nun wenden wir das Gram-Schmidtsche-Orthonormalisierungsverfahren an und erhal-
ten CF~1— Vektorfelder 71,...,7n,1,...,VUm-n , die in jedem & € V(z) eine Ortho-
normalbasis von R™ bilden und die gegebenen Vektoren in x auf V(z) fortsetzen.
Da  span{7i(§),..., (&)} = span{7i(§),...,Tn(§)} = TeM fiir alle £ € V(z) , bilden
T1(€),...,™(§) eine Orthonormalbasis von TeM und vi(§),...,Vm-n(§) eine Ortho-
normalbasis von N¢M fiir alle £ € V(z) .

/1]

Nun kommen wir zur Wohldefiniertheit und einfachen Eigenschaften der zweiten Funda-
mentalform.

Proposition 6.4 Die zweite Fundamentalform einer C? — n— Untermannigfaltigkeit
M wvon R™ st wohldefiniert, d.h. unabhingig von der C'—Fortsetzung der Tangenti-

alvektoren, genauer gilt fiir eine normale C'— Orthonormalbasis v1,. .., Vm—n
m—n
AM (7 ) = — Z (Drvj,mvj, (6.6)
j=1
und

AM T M x T,M — N,M xz€ M

ist eine symmetrische, bilineare Abbildung auf dem Tangentialraum in den Normalenraum.
Weiter gilt
H;, :AMiM, (67)

wobei der Laplace komponentenweise fiir die identische Inklusion iy : M — R™ betrach-
tet wird.

Beweis:

Mit Proposition 6.3 wihlen wir eine normale C!'—Orthonormalbasis v, ..., Vm_n und
cine tangentiale C!'—Fortsetzung von 7 in eine offenen Umgebung von x in M . Da
(n,v;) =0, folgt

m—n m—n
AM(7.m) = Dot = (Den,vi)vy == > (0, Dvjhvj,
=1 j=1

also (6.6), und weiter A ist unabhiingig von der Fortsetzung von 7 . Weiter entnehmen
wir dieser Identitit, da A2 ein bilineare Abbildung in 7 und 7 ist.

Weiter betrachten wir wie eben eine lokale C’Q—Parametrisierung d : U C
R" =5V (z) C M auf eine offene Umgebung V() von z in M und y € U mit 2 = ®(y)
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und wihlen v,w € R® mit 7 = D®(y).v,n = D®(y).w . Dann ist 7 := (D, ®) o &1 :
V(x) — R™ ein tangentiales C!'—Vektorfeld, das 1 in V(x) fortsetzt, und es gilt

Drn(z) = (VMn)(®(y)), D2(y).v) = Dy(n o ®)(y) = DyDy®(y),
also mit dem Satz von Schwarz
AQ/I(T, n) = Dva(I)(y)l = Dva(I)(y)l = Ay(nﬁ),

und AM ist symmetrisch.

Wir betrachten eine tangentiale und eine normale C'—Orthonormalbasis
TiyeesTpund vy, ..., Vpm_p in einer offenen Umgebung von x , die geméafl Proposition
6.3 existieren, und rechnen

n

Ay = Z%,DnVMiM,Q. l=1,...,m.
i—1

Nun kann die Inklusion 4y, trivialerweise als idgm : R™ — R™ zu einer C?—Abbildung
fortgesetzt werden. Daher gilt

n n m—n

M- .
V% = mrmVigm | = E 7i (i, Vigm |) = E Ti(Ti, €1) = vi(v;,er),
i=1

i=1 j=1

wobei €, € R™ den [—ten Einheitsvektor bezeichnet. Zusammen mit (6.6) erhalten wir

AMZ.M,l:Z: 7i, D ( ZVJ Vi, €y > _Z Z<Ti7DTi(Vj<Vjvel>)>:
i=1 j=1 i=1 j=1
= —Z Z TnDnV] I/j,el> Z<A (TZ‘,TZ‘)761> = <ﬁM7€l> l = 1,. oMy
=1 j5=1 =1
also (6.7).
/1]
Bemerkungen:

Fiir eine lokale C?—Parametrisierung @ : U C R* =5V N M,V C R™ offen, von M
erhalten wir aus (6.7) mit (6.4) fir f =& die mittlere Krimmung als

- 1 .
HM od = (AMZM) od = Ag(ZM o (ID) = Ag‘I) = %61(\/@”8]@)
|

Definition 6.3 FEine Menge M C R™ heifit eine C* — n— Untermannigfaltigkeit von
R™ mit Rand OM C M , wenn M —OM eine CF —n— Untermannigfaltigkeit von R™
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ist und fiir jedes x € OM eine offene Umgebung V C R™ wvon x und eine C*— Abbildung
¢ : BY0)N{y, > 0}—M NV existiert, die ein Homdomorphismus ist und
rang D®(y) =n  fir alle y € BY(0) N {y, > 0},
S(BY(0) N {yn > 0}) C M — OM,
(BT (0) N {yn = 0}) € OM,
®(0) = =z.
Wir nennen ® wund alle lokalen Parametrisierungen von M — OM eine lokale Parame-
trisierung von M . Insbesondere ist OM st eine C* — (n — 1)— Untermannigfaltigkeit

von R™ .

Der Tangentialraum von M an x € OM st definiert durch
T.M :=im D®(0)

und der Normalenraum durch Ny,M = T,M=* .
Die innere Konormale cop(x) an M in x ist der eindeutige Einheitsvektor cop(x) €
T M NN OM mit
(copr(x), 0, P(0)) > 0. (6.8)

d

Satz 6.1 (Divergenzsatz auf Mannigfaltigkeiten) Es sei M eine c? —
n— Untermannigfaltigkeit von — R™ mit Rand M  und f € CHM,R™)  ein
C— Vektorfeld mit kompaktem Trager in M , d.h.

supp f=[f#0] C M

ist kompakt.
Dann gilt

/dz’va dvolyr = —/f -H,; dvolys — / f - copnr dareagyy. (6.9)
M o]

M

Beweis:

Wir zerlegen f = f!"9 4+ fl  eindeutig in ein tangentiales und normales Vek-
torfeld. Betrachten wir eine tangentiale und eine normale C!—Orthonormalbasis
TiyeosTound vy, ..., Vpm—p in einer offenen Menge, die geméfl Proposition 6.3 existie-
ren, so gilt ffng = Y, (T, ), f+ = Z;“;l" vi(v;, f) , und wir sehen ftang fL ¢
CE(M,R™) . Weiter rechnen wir mit (6.6)

divaL:ZZ(TivDTi(Vj<Vj7f>)>:Z (ri, Dr, V] V]7f>:
=1 j=1 i=1 j—1
Z 7—277—2 —_ﬁMf__HMf
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Da fL 1 cop und fl9n9 | Hy, , folgt (6.9) fiir f+ , es verbleibt fiir tangentiales f zu
zeigen, daf

/diva dvolys = — / feoy dareagyy. (6.10)
M oM
Da f kompakten Tridger in M hat, geniigt es mit einer Zerlegung der Eins wie
im Beweis vom Satz von Gaufl, Satz 5.1, den Fall zu betrachten, wenn fiir eine lo-
kale CZ—ParametriSierung d . U C R" =M NV von M,V C R™offen , U C
R™ offen oder U = B}(0) N {y, > 0} , gilt, daB

supp f C M NYV.

Tangentiales f koénnen wir als f = (X%0;®) o ®~! mit X’ € C}(U) schreiben, und es
folgt mit (6.3) und der Metrik ¢ von @ ,

/ divar f dvolyy = / ((de f) oq>)\/§ acn = / 8i(\/gX') dLn
M U U
Mit dem Satz von Gauf}, Satz 5.1, folgt fir U C R™ offen, d.h. & ist eine lokale
Parametrisierung von M — OM , daB [, divasf dvolyy = 0 und somit (6.10), da in
diesem Fall f =0 auf OM .
Fir U = B7(0) N {y, > 0} folgt wieder mit dem Satz von Gauf}, Satz 5.1,

/diva dvolpyr = — / X"/gdcr .

M Bl(O)ﬂ{yn:O}
Beachten wir 0;® € TOM firi=1,...,n—1 , also
(0;®,copfoPy) =0 fiiri=1,...,n—1, (6.11)

so folgt (6.10), wenn wir fiir die lokale Parametrisierung ®j, ®5(z) := ®(z,0) des Randes
mit Metrik g5,; = g;; fir 4,5 =1,...,n —1 zeigen, dafl

VG = (0n®,cop 0 Pa) /95 auf B1(0) N {y, =0}. (6.12)
Wir schreiben v := cops o @y und sehen mit (6.11) und |v| =1, daB

On® = (0, P, v)v + "Zl o;0; P
i=1

fiir geeignete «; € R . Definieren wir die Gramsche Determinante

Gry(v1,...,v,) == det((vs, v5))
und beachten aus der linearen Algebra

Grp(vi, ... U1, Up +v1) = Grp(vy, ..., 0,),
so erhalten wir
g=Grp(019,...,0,P) = Gr,(01®,...,0,-19,(0,P,v)v)
= Grp_1(01®,...,0,_19) [(0,®,)]* = go |(0,®, V)|?,

und (6.12) folgt, da (9, P, copyo®) > 0 mit (6.8) in der Definition der inneren Konormalen.

/1]
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Teil III
Maf3theorie 11

7 Der Darstellungssatz von Riesz
Wir beginnen mit einem Kriterium fiir Borel-Mafle auf R™ .

Proposition 7.1 (Caratheodory Kriterium) FEs sei u ein Maf$ auf R™ | fir das
u(AU B) = u(A) + u(B)

fiir alle A, B C R™ mit d(A,B) > 0 gilt. Dann ist p ein Borel-Mafl , d.h. alle Borel-
mengen sind mefbar.

Beweis:
Da die p-mefibaren Mengen eine o-Algebra bilden und p bereits subadditiv ist, geniigt
es zu zeigen, daf

u(S) = p(SNC) + pu(S - C)

fiir alle abgeschlossenen Mengen C' C R™ und alle Mengen S C R™ mit u(S) < oo . Es

sei .
Cj={reX|dzC) <~

J}

Dann gilt
asnc,s—-acj) >

S

und somit

u(S) > (SN C)U (S — Cy)) = (SN C) + u(S - C).

Der Satz ist somit bewiesen, wenn gezeigt wird, dafl

lim pu(S —Cj) > p(S - 0). (7.1)

Jj—o0
Da C' abgeschlossen ist, gilt

S—C=(S-Cy)ulJ B, (7.2)

k=j
wobei ) 1
= — < -
Ry, {w€S|k+1<d(x,C)_k}

gesetzt wird. Aus (7.2) folgt
(S = Cy) < u(S—C) < (S —Cj) + > p(Ry).
k=j
(7.1) folgt, falls wir zeigen, dafl
> u(Ry) < oo (7.3)

k=1
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ist. Nun gilt fiir i — j| > 2, da8

d(Ri, Rj) >0
Dies ergibt
N
> n(Roy) = UR% ) < p(S) < o0
k=1 k=1
und
N N
Z (Rok—1) U Rog—1) < p(S) < o0,
k=1 k=1

und (7.3) ist bewiesen.

/1]

Nun kommen wir zum Satz von Riesz.

Satz 7.1 (Darstellungssatz von Riesz) Es sei A : CJ(R") — C linear und nicht-
negativ, d.h.
Af >0 fir f € CQ(R™), f > 0.

Dann existiert ein eindeutiges Radon-Mafl p auf R™ mit
Af = / fdu  fiir alle f € CS(R™). (7.4)

Beweis:
Wir setzen fiir alle offenen Mengen U C R"

p(U) == sup{Af | f € CRR"),0 < f < 1,supp f CU } (7.5)
und fiir beliebige Mengen S C R"

pu(S) = Ug;nofﬁenﬂ(U)- (7.6)

Zuerst zeigen wir, p ist ein MaB. Offensichtlich folgt fiir f € CJ(R") mit supp f =0 , daB
f=0,also p(@) =0 . Weiter seien U, U; offen und U C U2, U; . Fiir f € CJ(R"),0 <
f<Lsupp fCU ,ist supp f C U2, U; kompakt, also supp f C UleUl fiir ein k € N .
Mit Proposition B.1 existiert eine Zerlegung der Eins auf supp f beziiglich U;,l =1,... k,
genauer existieren ; € Cg(Ul) mit 0 < ¢ < 1,2?11 w; = 1 auf supp f . Dies ergibt

f=F ouf supp(erf) CULO < ¢ f <1 und

Af= ZA (1) gz

also nach Ubergang zum Supremum iiber f , daf

< ZM(UJ

=1
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Fir S C UX, 5 € R"unde > 0 wihlen wir offenen Mengen U; D S; mit p(U;) <
1(S;) + 27! und erhalten

(e}

p(S) < (U U < pl(Un) <Y u(S) +¢
=1 =1

also ist u ein Maf.
Weiter sehen wir fiir offene Uy, Us C R™ und f; € CJ(Uh), f2 € CQ(Us) , daf

[fi + fa # 0] C supp f1 Usupp fo €U UUs,

also f1+ fo € Cg(Ul U Us) . Falls weiter Uy NUz =0, so gilt f1 + fo < max(f1, f2) -
Wiéhlen wir Af; > p(U;) —e,0 < f; <1,i=1,2, so erhalten wir

p(Uy UU2) > A(f1 + f2) = Af1 + Afa > p(Ur) + p(Us) — 2,

also mit Subadditivitit
p(Ur U Uz) = u(Ur) + p(Uz).

Fiir 51,5 C R"™ mit ¢ := d(S1,52) >0 sind V; :={z € R" | d(z,S;) < §/2 } D S;,i =
1,2, offen und disjunkt, und fiir U D S1USs offen sind U; :=UNV; D S; offen, disjunkt
und

p(U) > p(Ur + Us) = p(Us) + p(Uz) > p(S1) + p(S2),

also wieder mit Subadditivtét
,U,(Sl U SQ) = ,U,(Sl) + M(Sg) fiir d(Sl, SQ) > 0.
Dann ist g mit dem Caratheodory Kriterium, Proposition 7.1, ein Borel-Ma$.

Fiir kompaktes K C R™ existiert mit Proposition B.1 ein f € C§(R") mit f > yx .
Dann ist U :=[rf > 1] D K fiir 7 > 1 offen und fiir jedes g € CJ(U),0 < g <1 gilt
g<7f,also A(7f—g)>0 und

p(K) < p(U) < A(1f) < oo,
und mit Proposition 4.1 und (7.6) ist u ein Radon-MafB. Genauer sehen wir fir 7\, 1

w(K) < Af fiir f € CQR™), f>xk. (7.7)

SchlieBlich zeigen wir (7.4) fiir u . Mit der Linearitdt von A und des Integrals geniigt es
reelles f € CJ(R™) zu betrachten. Weiter geniigt es zu zeigen, daf

Af < / fdu firalle f € CY(R",R). (7.8)
Denn daraus folgt mit der Linearitit von A , daf3

A =an< [ena=-[ran

und zusammen (7.4).
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Zum Beweis von (7.8) setzen wir R := supgn |f| < oo und fiir N € N
y:=—R+ (IR/N) firl=0,...,2N+1

und
E =y 1 <f<y]Nsupp f firl=1,...,2N + 1.

Da f stetig ist, sind E; Borelmengen, und, da p ein Radon-Maf ist, existieren offene
Mengen U; O E; mit

p(U) < p(E) + (1/N?) und  f <y auf U (7.9)

2N+1

supp [ =Y B C U,
=1

existieren mit Proposition B.1 Funktionen ¢; € Co(Ul) mit 0 < ¢ <1 ZQNJFI Y =
1 auf supp f . Dies ergibt mit (7.7)

2N+1 2N+1 2N+1

> w(Ey) = p(supp f) < A( > tPl) =) Ag (7.10)
=1

=1 =1

Weiter sehen wir f = ZQ"H for und fo <y fiirl=1,...,2N +1 mit (7.9). Dies
ergibt mit (7.9) und (7.10)

2N+1 2N+1 2N+1 2N+1

A= M) < D uhar= Y (R+u)ha — Z RAp <
=1 =1

=1

2N+1 2N+1

<Y RAyuUi) = Y Ru(Ey) <
=1

2N+1 2N+1
< Z (R+y)(u(E;) + N2 Z Ru(E;) <

2N+1 2N+1
<Y un(E)+ Y R2+1/N)N?
=1 =1

2N+1

u(supp f 3R(2N +1
<> yan(BE)+R ( N )+ (N2 )g
=1

2N+1
/fd+ suppf) 9n

llEl
/fd+ ppf) psupp 1) +9 p

Lassen wir N — oo, so erhalten wir (7.8). Die Elndeutlgkeit ergibt sich aus der néchsten
Proposition.
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Proposition 7.2 FEs sei p ein Radon-Maf auf R™ und v ein borelregulires Maf auf
R™ mat
/f duz/f dv  fir alle f € C§(R™), f > 0.

Dann gilt p=v .

Beweis:
Eine beliebige offene Menge U C R™ kénnen wir darstellen als

U= U By, (1)
=1

mit By, (x;) € U . Diese Vereinigung ist abzdhlbar, wenn wir z.B. z; € Q", 9 € Q
wiihlen. Mit Proposition B.1 existieren ¢; € CJ(U) mit

XWS w1 < XU-

Setzen wir 1y, := max(p1,..., o) € CY(U) , so sehen wir 1, / xy . Mit dem Satz von
der monotonen Konvergenz, Satz 1.2, und der Voraussetzung erhalten wir

V(U):/XUdVF/W dV:/wkd,U—)/XUdMZM(U).
Da p ein Radon-Ma#f ist, folgt fiir beliebige S C R"

uw(S)= inf wpwU)= inf v(U)>v(9). (7.11)
UDS offen UDsS offen

Mit Proposition 4.1 existieren zu jeder Borelmenge A C R™ offene Mengen Uy O
A mit p(Uy, — A) — 0 . Dann folgt auch v(Uy — A) — 0 und

H(A)  p(A) + n(U — A) = u(Ux) = v(Ux) = v(A) + v(U — A) — v(A).

Da v Dborelregulér ist, existiert zu jeder Menge S C R™ eine Borelmenge A D
S mit v(S) = v(A) . Dies ergibt

und zusammen mit (7.11) folgt pu=wv .

/1]

Proposition 7.3 Jedes borelrequlire Mafi pn auf R™ mit
wK) <oo VK CR" kompakt (7.12)

ist ein Radon-Majs.
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Beweis:

Mit (7.12) sehen wir CJ(R™) C L'(p) , und wir erhalten ein lineares Funktional A :
CO(R") — C durch Af := [ fdufiir f € CJ(R") . Klarerweise gilt Af = [ fdu >
0 fiir f > 0,und A ist nicht-negativ. Dann existiert mit dem Darstellungssatz von Riesz,
Satz 7.1, ein Radon-Mafl v auf R” mit

/f dv=Af = /f dp  fiir alle f € CJ(R™), (7.13)
und mit der vorigen Proposition 7.2 folgt © = v , insbesondere ist u ein Radon-Maf.

/1]

SchlieBlich beweisen wir die vektorwertige Version des Darstellungssatzes von Riesz.

Satz 7.2 (Darstellungssatz von Riesz, vektorwertige Version) FEs set
A : CY(R",C™) — C ein lineares Funktional auf dem Raum der stetigen Funktionen
mit kompaktem Trdager in R™ . Weiter sei A auf allen kompakten Mengen K C R™
beschrinkt im Sinne, daj$

sup{|Ag| | g € C3(R",C™),|g| <1,supp g C K } < C(K) < oo. (7.14)

Dann ezistiert ein Radon-Maf8 p auf R™  wund eine borelmefSbare Funktion o : R" —
3B1 (0) Q C™ mit

Ag = /g o du  fir alle g € CJ(R™,C™).

Beweis:
Wir setzen Cg”L(R") ={feCyR") | f>0} und

A(f) = sup{|Ag| | g € COR",C™),|g| < f } fir f e CYT(R™). (7.15)

Wir sehen mit (7.14)
A(f) < C(supp f) supgn|f| < oo

Offensichtlich ist A monoton und positiv homogen, d.h.
0<Af1) < A(fe) fir f1 < fo, und A af)=aA(f) fira>0.
Wir zeigen A ist additiv, d.h.
Afi+ f2) = MA) +A(f2) fiir fi, f2 € G (R™). (7.16)

Fir ¢1,90 € Cg(R",(Cm) mit |g;| < fi,|Agi| > A(fi)—e wihlen wir o; € {1} mit |Ag;| =
a;Ag;,i =1,2. Dann gilt |a1g1 + agge| < fi1 + fo und

A(f1+ f2) > |Aloagr + a2g2)| = |a1Agr + asAga| =

= |Ag1| + [Ag2| > A(f1) + A(f2) — 2,

also

Afr+ f2) =2 A(f1) + A(f2)-
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Umgekehrt definieren wir fiir g € C§(R",C™) mit |g| < fi + f» die Funktionen

fig "
Y oy fir f1 + f2 # 0,

0 fir f1 + f2 =0,

fir i =1,2. Klarerweise gilt |g;| < f; und g1 + g2 = g . Weiter sind g; stetig auf der
offenen Menge [f1+ f2 > 0] . Fir xzp € R” mit (f1 + f2)(zo) =0 und z; — xo sehen wir

|9i (k)| < fi(zk) = filzo) = 0 = [gi(o)],
und g; ist stetig. Da supp g; C supp f; , erhalten wir ¢; € Cg(R", C™) und
Ag = Agi +Ag2 < A(f1) + A(fa),

also
A(f1+ f2) < A(f1) + A(f2),

und (7.16) ist bewiesen.
Wir erweitern A zu einem linearen Funktional C§(R") — C und mit dem Darstel-
lungssatz von Riesz, Satz 7.1, existiert ein Radon-Mafl © mit

Mf) = /f dp  fiir alle f € CJ(R™).
Nun betrachten wir fiir v € C™ das lineare Funktional
M(f) = A(fv) fiir f € CO(R™).

Fir |v] =1 sehen wir

A () = [A(fo)l < sup{|Agl | gl < |F] } = A(If]) =/|f| du,

und )\, ist stetig in der Norm von L'(u) . Da CQ(R™) C Li(n) mit Proposition 4.1
dicht liegt, 148t sich A, eindeutig auf L}g(,u) fortsetzen, und mit Satz 8.4 existieren
Funktionen o; € L (1) mit

A(fej):)\ej(f):/faj dp fiir alle f € CY(R™),5 =1,...,m.

Setzen wir o := )", gje; , s0ist o € Ly (u,C™) borelmeBbar und

m

Ag = ZA((g, ejrej) = Z/(g, €;)0; d,u/g o dp fiir alle g € CQ(R™,C™).  (7.17)
j=1

Jj=1

SchlieBlich zeigen wir |o| = 1 fast iiberall beziiglich p . Wir sehen fiir U C R™ offen
mit (7.5), (7.15) und (7.17)

pu(U) = sup{A(f) | f € CHR™),0 < f < Lsupp fCU } =

= sup{|Ag| | g € C§(R",C™),|g| < 1, supp g CU } =
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— supf{| / g-0dul | g€ CYR™,C™),|g| <1,supp g C U }. (7.18)
Klarerweise folgt

u(U) S/\U\ dp.
U

Andererseits ist X p,0)X[o010/|0] € L'(u) , und mit Proposition 4.1 existieren g €

CJ(R™,C™) mit g — XBg(0)X[o£0)0/]0] in L'(p) . Durch Projektion 7 : C™ — B1(0) C
C™ mit w(z) := z/|z| fiir |2| > 1,7(2) := z fiir |2| <1 koénnen wir weiter |gx| <1 anneh-
men. Da o € L*(u) folgt fiir beliebiges ¢ € CJ(U) , daB8 pg, € CO(U,C™) und pgy-o —
OXBr)lo] in L' () . Fir 0<¢ <1 ergibt dies (7.18), dass

/ plof dp = kllrgo/wgk o dp < p(U),
Br(0)

und fiir R — oo, dass
/w!al dp < u(U)  fiir alle p € Cj(U),0 < ¢ < 1.

Wihlen wir wie im Beweis von Proposition 7.2 eine Folge 1, € CO(U),0 < vy < 1,1
XU , so folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz, Satz 1.2,

[ 1ol i [ welol d < o).
Zusammen ergibt sich

w(U) = / |o| dp  fiir alle offenen U C R".
U

Mit Proposition 4.1 folgt

w(A) = / |o| dp  fiir alle Borelmengen A C R",
A

und mit Proposition 1.11 erhalten wir |o| =1 fast iiberall beziiglich p , und der Satz ist
bewiesen.

/1]
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8 Der Satz von Lebesgue-Radon-Nikodym

Satz 8.1 (Satz von Lebesgue-Radon-Nikodym) p und v seien zwei MafSe auf X |
die o—endlich beziiglich einer o—Algebra AC A, NA, sind.
Dann existiert B € A und ein A — mefibares h : X — [0,00] mit

v(A)= [hdp+v(A—B) firale A€ A,
A

(8.1)
und B bzw. h sind v — bzw. u—fast tiberall eindeutig bestimmt.
Weiter gilt
[ #awis) = [ by (3.2)
fir alle  A—mefbaren f : X — [0,00] bzw. f € Li(v) = {g €

LY(v) | g ist mefbar beziiglich A } , und im zweiten Fall gilt fh € LY (n) .

Beweis:
Zur Eindeutigkeit betrachten wir Bj, By € A und A — mefbare hy, hy : X — [0,00] mit
obigen Eigenschaften. Wir setzen B := By N By € A und sehen pu(X — B) =0 . Dies
ergibt
V(Bl—BQ) :V(Bl—B) = / h1 d,u:O
Bi—-B

und genauso v(By — By) =0 . Daraus folgt fir A€ A

/h1 dp = / h1 d,u:V(AﬂBl):V(AHB)—H/(AQ(Bl—B)):V(AHB):/hg du.
A ANB; A

Nach Voraussetzung der o—Endlichkeit von p beziiglich A existiert eine Zerlegung X =
Y opey Xp mit Xp € A, p(Xy) < oo . Fiir k,1 € N betrachten wir Ay := [hy > ho+1/1]N
[he <] N X} € A und sehen

/hgmu:/hlsz/Um+1ﬂﬁm:i/hy+MAmﬂ.

Akl Akl Akl Akl

Da [, hedp < 1p(Xk) < oo, folgt pu(Ag) =0 . Beachten wir [hy > ho] = Up5_  Au
so erhalten wir p(hy > h2) =0 und genauso u(h; < hg) =0 .

Zur Existenz betrachten wir zuerst endliche p,v . Dann ist A\ := v 4 u ein endliches
Mafl auf X . Fiir f € Li\()\) rechnen wir mit der Holder-Ungleichung, Satz 2.2,

‘/fdy

Da A(X) < oo, ist die Abbildung f +— [ f dv ein stetiges, lineares Funktional auf
L% (X\) . Da L%()\) mit Satz 2.4 und Proposition 2.1 ein Hilbertraum ist, existiert mit §C
ein g € L%(\) mit

< / fldv < / LN < ACOY2 | F 2y

/ fdv={f.g) 120 = / fgd\ Vfe L3N, (8.3)
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Fiir A€ Amit A(4) >0 sehen wir

Da A endlich ist, folgt mit Proposition 1.11, dass g(z) € [0,1] fiir A —fast alle x € X |
und wir konnen 0.B.d.A. ¢g: X — [0,1] annehmen.
Weiter schreiben wir (8.3) in der Form

/ f(1—g) dv = / fodu Vfe L4, (8.4)

Wir setzen B:=[0<g<1].Fir f=yxx_p€ L%(\) in (8.4) sehen wir

WX —B) = /XXBQ dp = /X[g:u(l —g)dv=0.

Fir Aec A f=0+g+...+9")xa € L%(\) in (8.4) sehen wir

/(1 g™t dl/—/g(1+g+...+g") dp.

A A

Klarerweise gilt 1 — g™ 7 yp und

gl+g+...+9")  h

fiir ein h: X — [0, 00] meBbar beziiglich A . Mit dem Satz von der monotonen Konver-
genz, Satz 1.2, folgt
v(ANB) = /h dp  fir alle A € A.
A

Damit ist die Existenz der Zerlegung fiir endliche pu,v bewiesen.

Sind p,v nur o—endlich beziiglich A , so existieren X € Amit X =
Y oney Xk, u(Xk), v(Xg) < oo . Nach dem oben Bewiesenen existieren By C Xy, By €
A und A — mefibares hy : X — [0,00] mit

v(ANBy) = [hy du  fiir alle A C X, A € A.
A

Wir definieren B := > 72, B; € Aund h : X — [0,00] durch h|X} := hy . Dies ergibt
X = B) =352 (X — Br) =0,

V(ANB) =) v(ANBy) =) / hkdu:/hdu,
k=1 k=lanx, A

und die Zerlegung existiert allgemein.

Schliefllich sehen wir mit (8.1), daf (8.2) fiir einfache, A—mefibare f: X — [0, 0]
gilt. Mit Proposition 1.3 und dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt (8.2) fiir
nicht-negative, A—mefbare f .
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f € LY(v) schreiben wir in der Form f = (f1 — f2) +i(f3 — f1) mit nicht-negativen,
A—meBbaren f; < |f|,j =1,...,4 . Damit gilt [ f;hdp = [ f; d(v|B) € [0,00] , also
fh = (fih — foh) +i(fsh — fsh) € L}A(,u) und

[raws) = [ nawis)- [ #awis)+ (/fs wiB) - [ fia LB>
=/f1hdu—/fzhdu+i</f3hdu—/f4hdu>=/fhdu-

Damit ist der Satz bewiesen.

/1]

Mit den folgenden Definitionen kénnen wir den Satz von Lebesgue-Radon-Nikodym in der
iiblichen Form darstellen.

Definition 8.1 p bzw. v seien zwei Mafle auf X wund A eine o—Algebra von p —
und v—mej$baren Mengen.
v heifit absolutstetig beziiglich p und A , geschrieben

v M,

wenn

VAe A: p(A)=0=v(A) =0.

v1,vy  heiflen gegenseitig singuldr beziiglich A , geschrieben
131 J~.A vy,

wenn A€ A existiert mit
I/l(A) = 7/2(X — A) =

d

Korollar 8.2 (Satz von Radon-Nikodym) p und v seien zwei Mafe auf X , die
o—endlich beziglich einer o—Algebra A C A,NA, sind.

Ist v absolutstetig beziiglich —p und A , so ezistiert ein A — mefibares ,u —
fast diberall eindeutiges h : X — [0,00] mit

v(A) = /h dp  fir alle A € A.
A

/fdu:/fhdu

fir alle  A—meflbaren f : X — [0,00] bzw. f € Lh(y) , und im zweiten Fall gilt
fh € L,14(M) . Allgemein heifit ein solches h eine Radon-Nikodym-Ableitung von
v beziiglich  und A , geschrieben

und

h=
dpe 4
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Korollar 8.3 (Zerlegungssatz von Lebesgue) pu und v seien zwei Mafe auf X ,
die o—endlich beziiglich einer o—Algebra AC A, NA, sind.
Dann kann v eindeutig auf A zerlegt werden in

V = Vge + Vs,

Vae KA 1y Vs iy 22

Bemerkungen:

1. Im Satz von Radon-Nikodym, Korollar 8.2, ist die Annahme der o—Endlichkeit von
v tatséchlich iiberfliissig.

2. Ohne Annahmen an p ist der Satz von Radon-Nikodym nicht giiltig. Dazu be-
trachten wir v = £! | das Z#hlmaB8 g auf [0,1] und die o — Algebra B der
Borelmengen auf [0,1] . Da u(A4) =0 <= A =0, gilt trivialerweise £! < p . Fiir
ein borelmefibares h : [0,1] — [0,00] wie in Korollar 8.2 wiirde gelten

0=LY{z)) = / h dp = h(z) Vz€]0,1],
{z}

also h =0, im Widerspruch zu £! #0 .

3. Der Zerlegungssatz von Lebesgue gilt nicht ohne Annahmen an v . Dazu betrachten
wir das ZahlmaB# v , das Lebesgue-Ma8 p = £! auf [0,1] und die o — Algebra B
der Borelmengen auf [0, 1] . Fiir eine Zerlegung wie in Korollar 8.3 existiert eine
Borelmenge B mit £!([0,1]—B),vs(B) =0.Fiir x € B gilt £'({z}),vs({z}) =0,
also vee({z}) =0und 1 = v({z}) = vec({z}) + vs({z}) =0, und es muBl B = ()
gelten. Dies ist unmoglich, da £1([0,1] — B) =0 .

d

Mit dem Satz von Radon-Nikodym bestimmen wir den Dualraum von LP(u) fir 1 < p <
oo und fiir o—endliches p firp=1.

Satz 8.4 (Riesz, LP — L?—Dualitdt) Es sei p ein Maff auf X, A C A, eine
o—Algebra auf X , 1 <p <oo,pt+qt =1, und p sei o—endlich beziglich
A im Fall p=1 . Dann gilt

L) = LE(n)
in dem Sinne, daf$ die normerhaltende Einbettung aus Proposition 2.3 ein Isomorphismus

ist, d.h. fiir jedes stetige, lineare Funktional A : L% (n) — C ein eindeutiges g € L% (p)
existiert mat

A7 = [ fgdn Vi e i

und weiter gilt || A ||=] g HLZ‘(M) .
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Beweis:
Mit Proposition 2.3 verbleibt nur die Existenz eines g € L% (n) fiir jedes A € L (p)*
zu zeigen. Definieren wir

Ay f := Re A(Re f)+iRe A(Im f),
Aif :==1Im A(Re f)+iIm A(Im f),

so sehen wir A = A, +iA; , und wir kénnen 0.B.d.A. Af € R fiir f € LY (p), f: X = R
annehmen. Weiter nehmen wir p zuerst endlich an.
Wir setzen

v(A) == sup{|Af| | f € L(n),|fl<xa} fir Ae A

(8.5)
v(S):= inf v(A) firSCX.
SCAcA

Da v(A) <v(B) fir AC B,A,B € A,ist v wohldefiniert. Klarerweise gilt v() =0 .

Fiir S C U2 Sk, Sk C A € A setzen wir By, := Ay — Uf;llAl C A, B, e A und
sechen S C UX Ay = U2 B = A e A.Fir fe L(u),|fl < xa sehen wir mit
fe = fxB, € L (1) , daB | fi| < xB, < x4, und mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue,
Satz 2.5, f =372, frin LY (p) . Da A: Lﬁ(u) — C stetig ist, folgt

Af] = 12%\ <> AR < Z (Ar).
k=

1

Nehmen wir das Supremum iiber obige f , so erhalten wir v(S) <wv(A) <> 72, v(4g) ,
also nach Ubergang zu den Infima iiber die Ay , da v(S) < 332, v(Sk) , und v ist ein
MaB auf X . Fiir disjunkte A, B € A betrachten wir fir f,g € L" (), |f| < xa,l9] < xB
und wihlen |a|,|8] =1 mit |Af| = aAf,|Ag| = fAg . Wir sehen af + g € LY (), |oof +
Byl < xaus , also

v(AUB) 2 [Aaf + Bg)| = laAf + BAg| = [Af| +|Ag],

somit v(AUB) > v(A)+v(B) , und mit der bereits bewiesenen Subadditivitit v(AUB) =
v(A)+v(B) . Fir Ac A, SCX,SCBecA folgt

v(B)=v(BNA)+v(B—A) >v(SNA)+v(S—A),

also
v(S)>v(SNA)+v(S—A).

Mit (1.2) ist A meBbar beziiglich v , also AC A,
Fir Ae A, fe L (n),|fl < xa sehen wir

AL <IEA TS oz <0 AT X llzo=I AL s(A)2,

also
v(A) | A | p(A)YP <[ Al u(A)VP VA€ A. (8.6)
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Mit g ist also auch v endlich, und mit dem Satz von Radon-Nikodym, Korollar 8.2,
existiert ein A—mefBbares h: X — [0,00] mit

/f dy:/fh dp Vf e Ly(v), (8.7)

insbesondere h € LY (u) .

Fiir eine einfache, A—mefbare Funktion s = Zle ajxa, 00 € C A € A paarweise
disjunkt, und f; € Li(u), Ifil < xa, mit Af; >v(4;) —¢e gilt

k k k
sl = | S autna| < 3l = [Is] dv < S leul(Asi + o) =
=1 =1 =1

k k
> lalfi +> Jayle <
1 ) =1

= L (1

k k
= A( Y leulfr) + Y leule <[ A |
=1 =1

1
k

<A sz gy + D ladle,
=1

da ‘Zle ]al\fl‘ <|s| . Fiir € = 0 erhalten wir

[As| < /ISI dv <[[ A ([ 18 [lzr ) - (8.8)

Fiir f e L% (n) wihlen wir mit Proposition 2.2 eine Folge von einfachen, .A—mefbaren
Funktionen s € L¥)(p) mit s;; — f in LY (n) . Weiter kénnen wir mit (2.7) annehmen,
dal s, — f punktweise fast iiberall beziiglich p . Mit (8.8) und dem Lemma von Fatou,
Satz 1.3, folgt

JIf = skl dv < lilminff|sl — s dv <
— 00
< liminf | A [ | s = sk [l2z, g =I A S = sk [l ) < o0,

insbesondere f € LY(v) , also
L) € TL(v), (5.9)

und

'/m du—/]sk\ dv

Mit (8.8) folgt

g/\f—sk\ v <A = sl gy 0 fiir & = oc.

IAf] < / [fldy <EAIf ey V€ L. (8.10)

Mit Proposition 1.3 existiert eine Folge von einfachen, A—meBbaren Funktionen Ay :
X — [0,00[ mit hy  h punktweise auf X . Daher gilt |hx| < h und mit (8.10)

[ meau] < [isiau= [0 <IN gy 5 € 20
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Da p endlich ist, gilt hy € L‘il(u) , und wir erhalten mit Proposition 2.3
I 7 Nz oy <l AT

Fir ¢=o0 sind [|h| > A] fir A > liminfy,o0 || Ak [[r5p (s fiir eine Teilfolge k — oo
lokale p—Nullmengen, also ist [|h| > A] € U2, [|hg,| > A] auch eine lokale p—Nullmenge.
Daher gilt || 7 |5y < liminfysoo [| e (| <[ A [l , und k€ LY () -

Fir 1 < g < oo folgt mit dem Lemma von Fatou, Satz 1.3,

[ an < it [l du <) o< o,
—00

also in jedem Fall
he LY (n). (8.11)

Wir setzen

Aof := /f dv—Af fir fe L (n) (8.12)

und sehen mit (8.10), da Ao € L¥(p)* , und, da wir A reellwertig annehmen, daf fiir
feLi(w), f =0,

Aof = [ Ifldv=af =0
Fir f e L% (n) schreiben wir Agf = a|Aof| fiir ein o € C mit |o] =1 und sehen
[Aof| = ahof = Re(Ao(af)) = AoRe(af) < Aolaf| = Aol f].
Definieren wir vy wie in (8.5) fiir Ag , so sehen wir fiir f e LY (1), |f] < xa,A € A,

Ao f| < Aolf| < Aoxa,

also
l/()(A) =Aoxa VA€ A

Dies ergibt Ags = [sdyy fiir einfache, A—mefibare s : X — C und mit obiger
Approximation

Aof = /f dvy Vf e Lh(p). (8.13)
Wie in (8.7) und (8.11) existiert ho € L% (n) mit
/f dvy = /fho dp Yfe Ly(v), (8.14)
Aus (8.9), (8.12), (8.13) und (8.14) folgt fiir g:=h —hg € L% ()
Af= [fav-nof= [ fodu vierin),
und der Satz ist fiir endliches p bewiesen.

Fir p , das o—endlich beziiglich A ist, zerlegen wir X = > 72, X3, X €
A mit p(Xy) < oo . Mit dem oben Bewiesenen existieren g € LY(p), [gr # 0] € X}, mit

A= [ fardn VE € L0, 1f £0) € X
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Wir setzen g¢: X — C durch g|Xj, == gi , dh. g=> 7, g . Klarerweise ist g mefbar
beziiglich A, und Gy := >}, gr € LY (1), G — g punktweise auf X . Fiir f e LY (u)
sehen wir

also

[ 60 = Z/fokgk an = ZA fxx,) = (foXk)
<A Wz g -

‘/fGn du‘ <
AD)

Da G, € L% (u) folgt wieder mit Proposition 2.3

| G llzs <l A I,

und wie oben mit dem Lemma von Fatou, Satz 1.3, g € L‘il(,u) . Mit der Holder-
Ungleichung, Satz 2.2, folgt fg € Lh(,u) , und mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue,
Satz 2.5, erhalten wir

o0
f= kZ fxx, in Lf (),
=1
oo
fo= kZ for in Ly(p).
=1
Dies ergibt

Af =Y Afxx,) = Z/fgk dp = /fg dp,
k=1 k=1

und der Satz ist fiir oc—endliches p bewiesen.
Fir 1 < p < oo konnen wir schliefflich auf die o—Endlichkeit von p verzichten.
Dazu wihlen wir fi, € L¥ (), || fr HLQ(M): 1 mit

Afe> (1 =1/k) | A,

wobei wir 0.B.d.A. A # 0, also insbesodnere L (u) # {0} annehmen kénnen. Die
Menge A := U [fi # 0] € A ist klarerweise o—endlich beziiglich g . Mit dem oben
Bewiesenen existiert g € L% (p) mit

AF= [foan vre TiGlf Ao)C A (8.15)

Wir behaupten
Af=0 VfelLl(u),[f#0NnA=0. (8.16)

Andernfalls existiert f € L% (u),[f #0] € X — A mit Af >0 und 0.B.d.A. || f HLZ(#):
1. Wir sehen [+ f € LY(p) und fir «,5 >0

Aaf)+ @ =1/k)B | A< Alaf + Bfw) <A oof + B e Nz -
Da |af + Bfk|P = |a|P|f|P + |BIP| fr|? , sehen wir

Fef + Bk s = el + 1817
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Lassen wir k — oo so erhalten wir
alf+ B A <A (I +|BP)YP Vo, 8> 0.

Beachten wir 1 < ¢ < 0o,p = q/(¢ — 1) und withlen a = (Af)75 8 =|| A |97}, so
erhalten wir y
p
[AFI A 7<) A (JAF1DP )] A e )
und 1
q
(1Af1m A7) <AL

im Widerspruch zu Af > 0, und (8.16) folgt.
Aus (8.15) und (8.16) folgt

Af = A(fxa) = /fXAg du,

und der Satz ist bewiesen.

/1]

Bemerkungen:

1. Fiir S C[0,1)% setzen wir

S*.={y € 0,1] | (x,y) € S} fiir x € [0,1],
Sy :={xe|0,1] | (z,y) € S} firye[0,1],

und betrachten

p(S) = Y LYS"), v(S) = > LS.

z€[0,1] y€[0,1]

pund v sind MaBe auf [0,1]? , und alle offenen Mengen, also alle Borelmengen von
[0,1]% sind meBbar beziiglich g und v, dh. BC A, NA, C A, fiir die Borel
o—Algebra B von [0,1]? . Wir definieren das lineare Funktional A : Lj(u+v) — C
durch

Af::/f dv VfeLs(u+v).

Da v <p+v,ist A stetigmit || A< 1. Wir zeigen, es gibt kein g € L (u+v)
mit

[todusn=ar= [5av vieLhiutv),

also L¥(u+v)# Ly(p+v)*.
Fiir ein solches g wéhlen wir f := X({x}x[O,l})X[g;ﬁO}g|g|_1 € Li(u+v) und sehen

/\g(ﬂc,y)! dcl(y) = / 9] d(u+V)=/fg d(u+V)=/f dv =0,

{z}x[0,1]
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da v({z} x [0,1]) =0 . Mit dem Satz von Fubini sehen wir

[ [1otaa act@) act) = [ [ lote.l a'w) dct@) = o
da g borelmefbar, also auch £? = (L' ® £!)—meBbar ist. Daher existiert ein
Yo € [0,1] mit

/ lg(x,y0)| ALY (2) = 0.

Fiir f:= X(0,1]x{yo}) € Lk(u+v) sehen wir
1= 2((0.1) % {un)) = [ f dv =

= /fg d(p+v) = / gdp+v)= /9(957%) dLt(z) =0,
[0,1]% {yo}

also ein Widerspruch.

. Es sei v das ZéhlmaB auf N und [ := L®(v) = {(2)ken | sSupren |zk| < 00} .
co := {(zk)ken | xx — 0} ist ein echter abgeschlossener Unterraum von [*° . Daher
existiert mit einem Korollar zum Satz von Hahn-Banach, siche [A] Satz 4.3, ein
stetiges lineares Funktional A € (I°°)* — {0} mit A = 0 auf ¢y . Wir zeigen, es gibt
kein y €' := L' (v) = {(yx)ren | 22 lykl < oo} mit

Ar = Ayx = Zxkyk Vr €1,
k=1
also [' # (1) .

Fiir solches y sehen wir fiir e; := (dk;)ken € co , dafl
0= Ael =Y,

also y=0und A =0 im Widerspruch zu A #0 .
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9 Hausdorff-Mafle

Definition 9.1 Es sei X ein metrischer Raum, 0 < s < 00,0 < § < 0.

1. Fir A C X st

diam Cj>s '

H5(A) := inf Za(s) < 5 AC U Cj, diamC; < 0
j=1

j=1

wobei as) = 72T (s/2 + 1), mit T'(s) = Joo e a1t dz, a(0) = 1, (diam 0)* :=
0, und (diam C)° =1 fiir C # 0.

2. Das s-dimensionale Hausdorff-Mafl auf X ist fir A C X definiert durch

H(A) :=lim H5(A) = sup Hi(A).
640 6>0

d

Wir brauchen § — 0, damit die Uberdeckung {C;} der lokalen Geometrie von A folgt. Fiir
s =n € N und den Einheitsball B;(0) C R" gilt a(n) = wy, := L"(B1(0)).

Proposition 9.1 H?® ist ein borelrequlires Maf.
Beweis:

Zuerst ist 13 ein Maf}, denn sei A C U2, A, € X und A, C Uj’;l Cf, diam C]’? < §. Dann
gilt

e U
k=1j=1
und i
X diam C
’HS(A)§ZZO¢(S ( 5 j)
k=1 j=1
also

k=1
Daraus folgt
H*(A) = supH3(A) <sup > H3(Ap) <D H(Ap),
§>0 5>0 121 P

und H? ist auch ein Maf.
Nun beweisen wir mit Proposition 7.1, dafl H® ein Borel-Maf} ist. Dazu seien A, B C

X, d(A,B) > 0 und 6 < d(A, B). Weiter sei

AuBcC | ¢y, diamC; <.
j=1
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Wir definieren:

A= {j1CNA£D
B

= {j|C;nB#0}
Es gilt
AclJcmdBC ]Gy
jeEA JjEB

Da

diamC; <6 < d(A, B)
folgt

ANB=0,

und somit

H3(A) + H5(B)

N
Q
=
PR

£
Q0
v | B
K
~
+
Q
=
A~
o
)
=
Q
~

jE.A
< ZOZ (dlamC )
7=1

Nehmen wir das Infimum iiber alle solchen {C}}, so ergibt dies

H5(AUB) > H3(A) + Hi(B)

und fiir § \, 0
H(AUB) > H*(A) + H*(B) .

Nach Proposition 7.1 ist H?® ein Borel-Ma#f.
Schliefllich zeigen wir, dal H?® borelregulér ist. Dazu beachten wir, dafl

diam C' = diam C

fiir alle C' C X, also

d o0
Za < iam Cg) ‘ AC U C;, diam C; < §, C; abgeschlossen
j=1 i=1

Fiir A C X mit H*(A) = oo gilt H*(X) = oo, und X ist eine Borelmenge, die A umfafit.
Nun gelte H*(A) < oo, also auch H3(A) < co. Dann existieren fiir d; \, 0 abgeschlossene
Mengen C']]? C X mit diam C']]? <4, und

und



Wir definieren die Borelmengen
oo [e.e]
Bk::UCfundB:: ﬂBk.
j=1 k=1

Dies ergibt
ACB,und AC B,

sowie

also fiir k& — oo
H*(B) < H(A),

und somit die Behauptung.

Proposition 9.2

1. HO ist das Zihlmaf} auf X.
H! =H} = L' auf R fiir alle § > 0.
H® =0 auf R™ fiir s > n.

HI(AA) = NH5(A) fiir A >0, A CR".

AR S N

H3(L(A)) = H*(A) fiir jede affine Isometrie L : R — R", A C R™.

/1]

Beweis: i) Da a(0) = 1, gilt H°({z}) = 1 fiir z € X. Da alle endlichen Mengen abgeschlos-

sen sind und H' ein Borel-Ma$ ist, folgt

fiir alle endlichen Mengen und

fiir alle unendlichen Mengen.
ii) Fiir AC R und § > 0 gilt

LY(A) =inf{ ) " diam C;
j=1

Andererseits sei I}, := [kd, (k + 1)d], k € Z. Dann gilt
diam (C; NIi) <6

und

Z diam (C; N I},) < diam Cj .

k=—o00
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Dies ergibt fiir A C |JjZ, Cj, daB

j=lk=—00
also o = -
HE(A) < Z Z diam (C; N Ij,) < Zdiaij
j=1 k=—o0 j=1
und
HI(A) < LYA) .

Es folgt

H = !
und

H =Lt

iii) Es sei I = [0,1]". I ist die Vereinigung von k™ Wiirfeln W der Form

w=TI[A ]

=1

also
nl/2
diam W < —— .
k
Dies ergibt fiir n'/2/k < §, daB
a2\’
H(ID) < k" als) | 5 | = a(s)275 02k = 0

fir £ — o0, also

H(I)=H;(I)=0.
Mit abzéhlbarer Vereinigung folgt

HER™) = 0.

iv) und v) sind trivial.

Proposition 9.3 Fs sei f: X — Y eine Lipschitzabbildung

d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) Va,ye X

und fir ein L < oco.
Dann gilt fiir AC X, 0< s < oo, daff

HE(F(A)) < L*HS(A) .
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Beweis: Es sei L,6 >0 und A C U;’;l Cj, diam C; < §. Dann gilt
f(A) < | r(@y), diam f(Cy) < L diam C; < L6
j=1

und

:E
~®»
P
=
=
IN
ANgk
2
N

IN
<
(]2
Q
S
N
=]
©
N
9!
N~

Dies ergibt
und

fiir 6 N\, 0.
/1]
Proposition 9.4 Es sei AC X, 0< s <t <oo. Dann gilt:
H(A) < 00 = H'(A) =0

und
Ht(A) >0=H(A) =c0.

Beweis: Es sei H*(A) < 0o, 6 > 0. Dann existieren C; C X mit diam C; <6 und
[e.9]
A < Jg
j=1

> als (%) < HH(A) 41 <H(A)+1.

Jj=1

Dies ergibt

S S
< 2‘8 (HE(4) +1) (g)t
und
HI(A) =0
fiir 5\, 0.
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Definition 9.2 Die Hausdorff-Dimension von A C X ist definiert durch

dimy (A) :==inf{0 < s < oo | H*(A) =0} .

Falls dimy (A) = s ist, so gilt
HI(A)=0 firt>s
HI(A) =00 fiir0<t<s

und

0<H(A) <.
Da H5(R™) = 0 fiir s > n gem&f Proposition 9.2 iii), folgt

dimy(A) <n fir A CR"
Aus Proposition 9.3 folgt

dimy(£(A)) < dimg(A)
fiir jede Lipschitzabbildung f.
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10 Isodiametrische Ungleichung
Ziel dieses Paragraphen ist folgender Satz.

Satz 10.1 Auf R"™ gilt
L =HF=H".

Beweis:
Fiir 6 > 0 erhalten wir mit der Definition 9.1 des Masses Hj und z € R",0 < 0 <§/2,
dass diam B,(z) =20 < 4§ und

diam B,(z)

/ ) — " = £(By(x).

H3(Bola) <
Fir SCR"™ S CU offen ist
V:={B,(z) CU |z€S50<09<4/10 }

eine feine Uberdeckung von S , und mit dem Uberdeckungssatz von Vitali, Satz 4.4,
existiert eine abzihlbare, paarweise disjunkte Teilfamilie V' = {BQ]. (j)}jes €V, JCN,
mit B
S C U B5Qj (:C])

JjeJ

und B
LS — | By, (z;)) = 0. (10.1)

JjeJ

Mit der Subadditivitdt des Masses Hj ergibt dies
HE(S) < HE(Bsg, (x5)) < Y 5"L™(By (7)) = 5"L™(| By, () < 5"L™(U).
Jj€J JjeJ Jj€J

Nehmen wir das Infimum iiber U D S offen, so erhalten wir, da £™ mit Proposition 4.2
ein Radon-Ma#f ist, dass

H™(S) = supHF(S) < 5"L™(S) VS CR",
6>0

also H™ < 5"L" . Mit (10.1) folgt insbesondere
M35 — | By, (a)) =0
JjedJ

Dies ergibt wie oben

H3(S) < H3(S = | B, (27) + D H3 (B, (25)) <

jeJ jeJ
< Zﬁn(ng (x])) = EH(U ng (33])) < L"(U),
Jj€J Jj€J
also H" < L™.
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//

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung beweisen wir die isodiametrische Ungleichung.

Satz 10.2 (Isodiametrische Ungleichung) Fiir alle Mengen A C R™ gilt

. A n

Beweis von Satz 10.1:
Esseid >0, S CR" SC U;’;l Cj und diam C; < 4. Dann folgt mit Satz 10.2

i i (dlam Cj >

Nehmen wir das Infimum, so gilt

L"(S) <HF(S) .
Dies ergibt mit dem schon bekannten H" < L", dafl

L =H§=H".

/1]
Satz 10.2 beweisen wir mit sogenannten Steiner-Symmetrisierungen.
Definition 10.1 Fir a,b € R”, |a| =1 setzen wir
vi={b+ta|teR},
die Gerade durch b in Richtung a, und
P,={zeR"|z-a=0},

die Ebene orthogonal zu a. Die Steiner-Symmetrisierung von A C R"™ beziiglich P, ist
definiert durch

1 1
Se= U {b+ta]]t]§§H1(AHL2):§£1(AHL2)}.
bE Po,, ANLE#D

Einfache Eigenschaften der Steiner-Symmetrisierung besagt die folgende Proposition.
Proposition 10.1 Fir ACR", a € R", |a| =1 gilt:

1. diam S,(A) < diam A.

2. Ist A mef$bar beziiglich L™, so ist Sq(A) mefbar beziiglich L™, und es gilt

L"(Sa(A)) = L"(A) -
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Beweis:
Es geniigt, a = e, = (0,...,0,1) zu betrachten.
i) Wir nehmen diam A < oo an. Es seien z = (y,t), 2/ = (¢/,t) € S.,,(A) und

A, = {seR]|(y,s) € A}
Ay = {deR| (Y, ) e A}

a := infA, <supA, =:0b

a = inf Ay <sup Ay =: b .

Es gilt

1
[t =¥ < [+ 1E] < SN (A) + H (Ay))

IN

Slb—a)+ (6 —a)] = 5[6— o) + (¥~ a)]

< sup(b—d, ' —a)=b—d

wobei wir b — a’ > b — a annehmen. Da (y,b), (v',a’) € A sind, folgt

=o'l = Vly—yP+It-tP<VIy—yP+b—dal
= |(y,0) — (/,d')| < diam A = diam A .

//

ii) Da A mefbar beziiglich L™ ist, folgt aus dem Satz von Fubini, Satz 3.1, daf die Funktion
f, definiert durch

F0) = £AN L0 = [ xalot) A0,
L -mefBbar ist, und es gilt
) = [ ).
Weiter gilt nach Definition fiir F'(y,t) := f(y) — 2t
1 €n —
Se(A) =A{(y,t) | [t] < if(y),AﬂL(%O) #0}t=

=[F>0—{(y,0) | ANL{, =0}

Die erste Menge [F' > 0] ist meBbar beziiglich £", da F' mefibar beziiglich £" ist, und die
zweite Menge ist Teilmenge der £"—Nullmenge R"~! x {0}, also selbst eine £”—Nullmenge
und somit £"—mefBbar. Damit ist S, mefbar beziiglich £" und

£ () = [ ) ) = £(4)

/1]
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Beweis von Satz 10.2:
Wir kénnen diam A < oo und A abgeschlossen annehmen. Wir definieren sukzessive

Al = Sel(A), A2 = SSQ(Al),. ey An = Sen(Anfl), A* = An .

Wir behaupten: Ay, ist symmetrisch beziiglich P, ,..., P, fiir alle k mit 1 <k < n.
Dies gilt trivial fiir
Ay = S, (A) .
Firl <k <nist Agyq:= Sek_,_l(Ak) symmetrisch beziiglich P, . Nach Annahme ist Ay

symmetrisch beziiglich P, ,..., P, . Es sei ¥; : R" — R" fiir 1 < j < k die Spiegelung an
P.;. Da ¥;(Ag) = Ay ist, gilt fiir b € P,

k+1

55 (Ax N L) = S5(AR) NS5 = AN L

insbesondere
H(Ap N L) = HYU(Sj(Ap N L)) = HU (AR N LS,
also
S (Appr N L) = Apga 0 Leg'?bl ,
da Agy1 = Se,,,(Ax), und Agyy ist auch symmetrisch beziiglich Pe,,..., Pe,.

//

Daraus folgt, dal A* symmetrisch beziiglich P, ,..., P, ist und somit auch beziiglich 0.
Dies ergibt
AT C B%diam A* ),

denn mit x € A* ist auch —z € A* und 2|z| < diam A*. Mit Proposition 10.1 folgt

/1]
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11 Flachenformel

Definition 11.1 Es sei L : R®™ — R™, n < m, linear. Dann ist der Jacobi von L definiert
durch
JL := \/det(LTL).

Falls f: U CR"™ - R™ in x € U offen differenzierbar ist, so definieren wir den Jacobi
von f bei x durch

Jf(2) := J(Df () = \/det(Df (2)T Df (x)).

Wir sehen, daf
JL >0

genau dann, wenn k(L) = n, also L vollen Rang hat.

In diesem Abschnitt soll die Flachenformel bewiesen werden.

Satz 11.1 (Flichenformel) Es sei f: R" — R™, n <m, f € CL_. Dann gilt fiir jede
H™-mefibare Menge A CR"™, dafl

<y — HO(AN f_l(y))) ist H" — mef$bar auf R™

und

/ Jfdct = [ HAN ) dH ().
A Rm™

Bemerkung:
Tatsédchlich gilt die Flachenformel fiir lokale Lipschitzabbilungen. Dies ergibt sich aus der
obigen Version mit dem Erweiterungssatz von Whitney, siehe [EGa] Theorem 6.5.1 and
Theorem 6.6.1.

O
Folgende Proposition ist eine einfache Konsequenz aus der linearen Algebra.
Proposition 11.1 Es sei L : R™ — R™, n < m, linear. Dann gilt fir A CR", daf§
H"(L(A)) =JL-H"(A) . (11.1)

Beweis:
Ist JL =0, so gilt
dimL(R") <n -1

und
H"(L(R")) =0,

also (11.1).
Ist JL > 0, so gilt dim L(R™) = n, und wir wéhlen eine orthonormale Basis

Viy.-.,Upn
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von L(R™). Wir definieren

Es sind
O :R" = L(RY),
oT: L(R") = R™
Isomorphismen der inneren Produktriume, die zueinander invers sind. Insbesondere gilt
00'L=1L.

Deshalb gilt
H"(L(A)) = H"(OTL(A)) = [det(OTL)| - H"(A),

und mit

|det(07L)| = 1/det(LTOOTL) = \/det(LTL) = JL
folgt (11.1).
///

Wir erweitern nun schrittweise diese Proposition, bis wir die Flachenformel fiir
Clloc—Abbildungen erhalten.

Proposition 11.2 Es sei f: R" = R™, n<m, f € CL, und zo € R" mit
Jf(xo) #0. (11.2)
Dann gibt es eine Umgebung U(xy) von xg, so daf
FlU (o) injektiv ist

und fir alle Borelmengen A C U(xg) die Menge f(A) wieder borelsch ist und

W) = [ g e (11.3)

A

Beweis:
Aus (11.2) folgt
n = rk(Df(xo)),

und wir nehmen 0.B.d.A. an, daf3

n = 1k(0; f;(0))ij=1,..n -

Wir definieren

F:R" x R™™™ 5 R™,
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und sehen

DF(x0,0) = (Dfj(z0))j=1,... O |
(Dfj(x0))j=nt1,.om Lm—n

das nichtsingulér ist.
Dann ist F' ein C!'-Diffeomorphismus

F:U(xg) x U(0) =V CR™

von einer Umgebung U (zg) x U(0) von (xg,0) auf eine offene Menge V' C R"™. Insbesondere
ist f|U(zo) injektiv, und F' bzw. f bilden Borelmengen wieder auf Borelmengen ab.
Wir betrachten p, definiert durch

wu(S) :=H"(F(S)) fiir S C U(xg) x U(0),

und seine Einschrénkung v := p|U(xo) x {0} auf U(zg) x {0} = U(zg) C R™. Dann sind
, v borelregulire MaBe auf U(zg) x U(0) bzw. U(xy).

Behauptung:

L V(Bo(@) _ "
élg%m = Jf(x) fiir alle z € U(xg) . (11.4)

Aus dieser Behauptung wird (11.3) folgen. Denn zuerst folgt aus (11.4), da Jf(zg) < oo,
daB v(By,(z0)) < oo fiir ein gg > 0. Damit kénnen wir v(U(zg)) < oo annehmen, und v ist
mit Proposition 7.3 ein Radon-Maf} | das wir auf R™ betrachten. (11.4) besagt Donv = J f,
insbesondere [Dynv = 400] = (). Dann folgt mit dem Differentiationssatz, Satz 4.1, und
dem Uberdeckungssatz von Vitali, Lemma 4.4, fiir A C U(z) borelsch

v(A) = /AJf acr.
Beachten wir fiir A C U(xo)
v(A) = w(Ax{0}) = H"(F(A x {0})) = H"(f(A)),

so folgt (11.3).
Es verbleibt (11.4) zu zeigen. Dazu sei =z € U(zg) und By(z) CC
U(xo) und B,(x,0) CC U(zg) x U(0). Wir definieren

L = Df(a),

Ly = DF(z,0)= | Df(z)

Imfn
Es gilt fiir z € U(xg) x U(0)
F(2) = (Loz + F(2) — Loz) = (I + (F — Lo)Lg ") Loz,

also

F:¢OL0
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mit
Lipro(B,@0) ¢ Livrm,wo) ¢ < 1+w(o) . (11.5)
Daraus folgt
v(Bo(z)) = H"(do Lo(B,(x) x {0}))
(Lipp, ) ¢)" H"(Lo(B,(z) x {0}))

<
< (T+w(e)" H*(L(By(x))) ,

also mit Satz 10.1 und Proposition 11.1

I/(BQ(I')) n
) S (1+w(o)" JL . (11.6)

Andererseits gilt

v(Bo(x)) = H"(F(B,(x))) =

(Lippp, ) @) " 1 (¢~ F(By(x)))
(1+w(e)) ™ H"(L(By(z)))

und

> (1+w(e) ™ JL | (11.7)

Aus (11.6) und (11.7) folgt
Dpnv(z) = JL = Jf(x),

also (11.4), und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Damit sind wir in der Lage, die Flichenformel fiir C'-Abbildungen im reguliren Fall zu
beweisen.

Proposition 11.3 Essei f:R" - R™, n<m, f € Clloc. Dann gilt fiir jede Borelmenge

AC[Jf >0 CR",

dafs
(y = HO (AN fy))) st borelmefbar auf R™
und
[aracr= [ wan i) ).
A R™
Beweis:

Fir 2 € A C [Jf > 0] wéhlen wir U(z) C R™ wie im Proposition 11.2, und betrachten
eine abzihlbare Uberdeckung

j=1
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mit z; € A. Also ist A die paarweise disjunkte Vereinigung von Borelmengen A; mit

A = )4,
j=1
A; C U(xy). (11.8)
Da f|A; injektiv ist, gilt
HO(A 0 W) = Xpa,) ()

und (y — HY(A; N f~1(y))) ist borelmeBbar, da f(A;) gemif Proposition 11.2 eine Bo-
relmenge ist. Da

HOANF ) =D HA; N ),

i=1
ist auch die Funktion

(y — H (AN f~Y(y))) borelmeBbar .
SchlieBlich folgt aus Proposition 11.2, daf3

sract = S [ apac =S [ w00 ) d)
/. >/, >, ) aH"
= /. HO(AN fHy)) dH"(y) -

/1]
Der singulédre Fall folgt durch Approximation.
Proposition 11.4 Essei f :R" - R™, n<m, f € Clloc. Dann gilt fiir jede Borelmenge
AC[If = 0] CR", daf

insbesondere ist

HOANF L (y) =0 fiir H™ — fast alle y € R™,

und
<y — HO(AN f_l(y))> ist H" — mef$bar auf R™.
Beweis:
Wir faktorisieren
f=moge

mit

ge : R - R™ x R"

ge(z) = (f(2), €x)

und

7:R™"xR" = R™

m(y,x) =y -
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Es gilt

und

Jge = |det(DfT, €l) bi = \/det(EQI—i— DfTDf).

el
Dies ergibt
Jge >0 auf R"

und
Jge — Jf punktweise auf R”.

Da Lipw < 1, folgt mit Proposition 11.3 fiir beschrinktes A, dafl

H) < W) < [ dgeaer — [ apen—o,
A A
und somit die Behauptung.

/1]

Proposition 11.3 und 11.4 ergeben die Flachenformel fiir Cllo .—Abbildungen in Satz 11.1.

Beweis der Flichenformel, Satz 11.1:
Mit Proposition 11.3 gilt die Flidchenformel fiir alle Borelmengen A C [Jf > 0] , und
mit Proposition 11.4 gilt die Flichenformel fiir alle Borelmengen A C [Jf = 0] , und
durch zerlegen und disjunkter Vereinigung folgt die Flachenformel fiir alle Borelmengen
ACR™,

Fiir A CR" mit H"(A) =0, erhalten wir mit Proposition 9.3 auch H"(f(A)) =0,
da f lokal lipschitz ist, und die Flichenformel folgt fiir A wie in Proposition 11.4.

Fiir ‘H"™—messbares A CR" existiert, da H" borelreguldr und o—endlich auf R"

ist, eine Borelmenge B D A mit H"(B — A) =0 . Dann ist mit obiger Bemerkung
HO(B—-A)Nfl(y) =0 fiir H" — fast alle y € R™,
insbesondere

HOAN L (y) =HO BN (y)) fiir H" — fast alle y € R™,

also ist
(y = HO(AN fﬁl(y))) ist H" — meBbar auf R™
und
AN ) aHe) = [ Wm0 ) die) = [ af e = [ g ace
R™ R™ B A

Damit gilt die Flichenformel fiir A und somit allgemein.

/1]
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Approximieren wir mefibare Funktionen durch einfache Funktionen, so ergibt sich folgendes
Korollar.

Korollar 11.2 Es sei f : R" - R™, n<m, f € C}Oc. Dann gilt fiir jede H™-meflbare,
nichtnegative Funktion g : R™ — [0, 00|, dafs

<y — / g d’HO> ist H" — mefbar auf R™
=)

und

/ g-Jf dﬁ”:/ / g dH® dH"(y).
Rr mJf=1(y)

Insbesondere gilt dies fiir alle g € L*(L™) mit kompaktem Triger.

Beweis:
Fiir g = x4, A C R™ H"-meBbar, gilt

/ XA dHO = HO(AN 7))
=)

und die Aussage folgt direkt aus Satz 11.1 . Damit gilt die Aussage fiir einfaches,
‘H"—meBbares, nichtnegatives g.
Da fiir H™-mef3bares, nichtnegatives g eine Folge von einfachen, H™-meflbaren Funk-
tionen g mit
0<gr g

existiert, folgt die gesamte Behauptung aus dem Satz von der monotonen Konvergenz.

/1]

Mit der Flichenformel kénnen wir das Volumenmass auf Untermannigfaltigkeiten als das
Hausdorff-Mass identifizieren.

Korollar 11.3 Fiir jede C' —n— Untermannigfaltigkeit M in R™ ist das Volumenmass
gegeben durch die Einschrinkung des Hausdorff-Masses, d.h.

volpr = H" | M.

Beweis:
Wir betrachten eine lokale C 1—Paralrnetrisierumg d.UC R =M NV von M mit U C
R™ V CR™ offen und mit der Metrik

gij = <8Z<I>,6]<I>>
wie in Definition 5.1. Daher gilt
(95) = D2" - DO,

also

J® = y/det g;;
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und mit Definition 5.1, dass
voly (M NV) = ®upg = Cu(JO - LU).

Weiter ist fiir alle Borelmengen B C M NV das Urbild A := ® '(B) C U auch eine
Borelmenge, da @ stetig ist, und mit der Flichenformel, Satz 11.1, folgt
volp(B) = /J<I> dc" = /’HO(Aﬂ > (y)) dH (y) = (H"|M)(B).
A R™

Da wolpy und H"*|M mit den Bemerkungen nach Definition 5.1 und Proposition 9.1
borelreguldr sind, folgt die Gleichheit.

/1]
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Teil IV
Appendix

A Lipschitzabbildungen

Definition A.1 Fine Abbildung f: A CR"™ — R™ heifit lipschitzstetig oder Lipschitz-
abbildung, falls fir x,y € A gilt, daf

[f(z) = f(y)| < Llz —y|

fiir ein L < oo . Die kleinste solche Konstante L heif$t Lipschitzkonstante, geschrieben

lip f.

f heift lokal lipschitz, wenn zu jedem x € A ein o > 0 existiert mit f|(By(xz) NA) st
lipschitzstetig.

O
Proposition A.1 Jede Lipschitz-Abbildung f : A C R"™ — R besitzt eine Lipschitzer-
weiterung von R"™ — R | genauer es existiert
f:R™ = R lipschitz
flA=f,
lip f =lip f.

Beweis:
Wir definieren

f(x) = Jgg (f(y) + Llz —yl)

mit
L=1lip f.
Da
f(y)+ Llz —y| > f(z) — L|z — z|

fir z € R",y,z € A, ist f wohldefiniert und reellwertig. Weiter gilt
f@) = f(=)
fiir x € A . Schliefflich gilt fiir z1,20 € R,y € A
fy) + Llzy =yl = f(y) = Llzg =yl < L(Jz1 =yl = |w2 = y]) < Llzy — o,

also B B
|f(z1) = f(x2)| < Llwy — w2,
und f ist lipschitz mit lip f =L =1lip f .

/1]
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Lipschitzabbildungen bilden Lebesgue-Nullmengen wieder in Nullmengen ab.
Proposition A.2 Fir f:U — R" lokal lipschitz, U CR™ offen, gilt
VSCU:LYS)=0= L"(f(5)) =0.

Beweis:

Mit abzéhlbarer Vereinigung geniigt es S C B,/o(z) € U mit f|B,(z) ist lipschitzstetig
zu betrachten. Ist L"(S) = 0 , so existieren zu jedem & > 0 nach Definition ax; <
bri € Rmit S C U, [T ]aki, bri[ und > 72 [T (bki — axi) < € . Nehmen wir 0.B.d.A.
ai, by, € Q an, so kénnen wir nach geeigneter Zerlegung die Intervalle [];" ,]ak;, bx;[ durch
Wiirfel ersetzen, die ganz in B, () enthalten sind. Wir erhalten S C U2, (x4+]0,7[") C
By(z) mit

o0

Zrﬁ <e.

k=1
Da f auf B,(x) lipschitzstetig ist, z.B. A =1lip f|B,(x) , sehen wir

diam(f(zx+]0,7:[")) < Adiam (zp+]0, i [") < Avnrg,

also
f(@p+]0,74[") € By, (f (2))

und
L™(f(2x+]0,7[")) < L™(B1(0)A™n" 1.

Dies ergibt

L7(B1(0)A™n™2rp < L(B1(0))A"n™/ %,

WE
NE

LM(f(8)) < p LM(f (e +]0,m[")) <

i

1

i

1

also L™"(f(S)) =0, da >0 beliebig war.
/1]

Das Ziel dieses Paragraphen ist zu zeigen, daf} eine lipschitzstetige Funktion R™ — R™
fast tiberall klassisch differenzierbar ist. Dazu brauchen wir erst folgende eindimensionale
Proposition.

Proposition A.3 Es sei f : R — R lokal lipschitz. Dann ist f fir £'-fast alle t € R
klassisch differenzierbar, und fir a <b gilt

Beweis:
Da f lokal lipschitz ist, ist

t = f(t) +lip(flla,b]) t =: o(t)
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monoton nichtfallend auf [a,b] , also ist diese Funktion und somit auch f nach dem Satz
von Lebesgue, Korollar 4.2, fast iiberall klassisch differenzierbar. Weiter gilt mit Korollar
4.2, dass

also

Da mit f auch — f lokal lipschitz ist, folgt Gleichheit, und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Nun beweisen wir die héherdimensionale Verallgemeinerung.

Satz A.1 (Rademacher) f :R"™ — R™ sei lokal lipschitz. Dann ist [ fast dberall
beziiglich L™ klassisch differenzierbar.

Beweis:
Es geniigt, m = 1 und f lipschitzstetig zu betrachten. Fiir v € 0By sei

_ o St t) — fz)
Dy f(z) = timn "

fir alle x € R™, wo dieser Limes existiert. Die Komplementmenge sei A,. Da D,f =

limsup... (bzw. D, f = liminf...) borelmeBbar sind und A, = [D,f # D, f], ist A, eine
Borelmenge. Weiter ist die Funktion

o(t) = [z + tv)
¢o:R—R

lipschitz, also fast iiberall differenzierbar. Somit ist
L'{teR |z +tve A}) =0

und mit dem Satz von Fubini
L"'(A,)=0.

Nun sei ¢ € Cg°(R™). Es gilt mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue und Proposition A.3

[ et t) — f(@) B
[ Dot e =t | )= I8 o) do =

= lim Fla) = “’t) — @) g, /f - Dyp.(—v) dL" = —/f-(?vgo dcn =

= _/fzviaz‘so dc" = /Zvi(?if-go dc" = /(grad frv)edL".
=1 =1
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Da D,f — (grad f-v) € L>°(L™) und C§°(R™) mit Proposition 4.1 und 4.2 dicht in
LY(L™) liegt, folgt wieder mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue

/ (va — (grad f - v))gp dL" =0 fir alle p € L'(L™)
und mit Proposition 2.3
D,f(x) =grad f(z)-v fiir L — fast alle x € R".
Nun sei {vg} € 9B dicht und

By, :={x € R" | gradf(z), D,, f(z) existiert und D,, f(z) = gradf(z) - vy} .

Wir setzen
o
B = ﬂ By
k=1
und wissen
LM'R"—-B)=0.

Wir zeigen nun, dafl f in z € B differenzierbar ist. Dazu definieren wir

f(z+tv) — f(x) — tgradf(z) - v .

Qv,t) :== "

f ist differenzierbar in z mit D f(x) = gradf(z) genau dann, wenn

Ve>035>0: sup  |Q(v,t)] <€ (A.1)
vEIB1,0<t<d

Wir wissen

ltiﬁ)l Q(vg,t) =0 VkeN, (A.2)
und, da f lipschitz ist,
Q(v,t) = Q' 8)] < (n+ Dlip f - |v—']. (A.3)
Fiir € > 0 wéhlen wir N € N mit

€
YveoBy, dk 1,...,N}: — <

Dann wahlen wir § > 0 mit (A.2), so da8

|Q(Uk,t)| <

DN

firk=1,...,N,0<t<0.
Dann gilt fiir v € 9By, 0 <t < 6 und v, wie oben

Qv 1) < [Q(ur, )] +|Q(v, 1) — Qug, )| <€,
also folgt (A.1).
/1]
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Bemerkung:

Ist fina € R™ differenzierbar, so existiert D, f(x) fiir alle v € 9B1(0) , und es gilt
D,f(x) = Df(x)-v = gradf(x) - v , also folgt = € B . Damit ist f genau auf der
Borelmenge differenzierbar, und die Ableitung x +— D f(x) = gradf(z) borelmefbar.

d

Proposition A.4 Es sei [ : U-5V  eine lokale Bilipschitzabbildung zwischen zwei
offenen Mengen U,V CR™ , d.h. f ist bijektiv und f und f~' sind lokal lipschitz.
Dann gilt fiir L"—fast alle © € U , daf8 f differenzierbar in « , f~' differenzierbar
in y=f(x) eV istund
D(f () Df () = L.

Beweis:

Mit dem Satz von Rademacher ist f aufBerhalb einer L£"—Nullmenge Ny C U und
f~! auBerhalb einer £"—Nullmenge N -1 €V differenzierbar. Mit Proposition A.2 ist
N = Nfofl(fol) C U eine L"—Nullmenge, und fiir x € U—N ist f differenzierbar
in z, y:=f(r)eV — N, also f~1 differenzierbar in vy . Da idy = f~'o f , folgt
die letzte Identitat mit der Kettenregel.

/1]
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B Zerlegung der Eins

Definition B.1 Fiir eine offene Teilmenge U C R™ bezeichnet Cg(U) die Menge aller
stetigen Funktionen ¢ : U — C mit kompakten Triger in U , d.h.

supp ¢ := [p # 0] ist kompakt C U.

d

Proposition B.1 (Zerlegung der Eins) Fir eine kompakte Menge K C R™ wund of-
fene Mengen Vi,...,Vix CR™ mit

KCWvu...uw

existieren lipschitzstetige o : R™ — [0,1] mit kompaktem Trager supp ¢ CV; und

k
Zapl =1 auf K.
I=1

Beweis:

Zu jedem z € K existiert eine offene Umgebung U(z) von z mit kompaktem Ab-
schluss U(z) CV,, fiirein i, € {1,...,k} . Da K kompakt ist, existieren endlich viele
z1,...,ony € K mit K CUY U(x;) . Fiir 1€ {1,...,k} setzen wir

K; = U U(xz) cV
i€{1,., N} lo; =l
und sehen
K C U K.

Da K; CV; kompakt ist, konnen wir 0 < 0 < d(R™ —V;, K;) wihlen und setzen
Yi(x) == (1 —d(z, K;)/6)+ fir z € R™.

Dann ist v, : R™ — [0,1] lipschitzstetig mit kompaktem Triager supp v¥; C V; und

i = 1 auf K; . Wir setzen
-1

o= [J (1= m)-

m=1

iy sind lipschitzstetig mit kompaktem Trager supp ¢; C supp ¥y CV; und

k
Y-t
=1

(1 =),

k
=1

l

also

k
ngl =1 auf K.
=1

/1]
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C Dualitat in Hilbertraumen

Satz C.1 (Satz von Riesz, Dualitéit in Hilbertriumen) FEs sei X ein Hilbertraum
dber R bzw. C und A : X — R, C ein stetiges, lineares Funktional auf X . Dann existiert
ye X mit

Ax = (x,y) fir alle z € X.

Wir beweisen den Satz von Riesz mit folgender niitzlicher Proposition.

Proposition C.1 Jede nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge C'  eines Hilber-
traumes X besitzt ein eindeutiges Element kiirzester Norm.

Ist C'=x+Y affin mit einem abgeschlossenen Unterraum Y C X , so existiert
yeY mit

|z —y = d(zY),
r—y LY.

Beweis:
Wir wahlen eine Minimalfolge xj € C' mit

— inf =:d.
lzx [|= inf | |

Da (zp+2;)/2 € C mit der Konvexitét von C', folgt mit der Parallelogrammidentitét

T + X H2

=@ 2= 2 ) @ |2 +2 | a2 4|2

IN

<2 g |42 || 2 ||* —4d® = 0 fiir k, 1 — oo.

Damit ist (zg)gen eine Cauchyfolge, also konvergent, da X ein Hilbertraum ist, und
wir erhalten zp —x € M ,da C abgeschlossen ist. Klarerweise gilt

— — d = inf
Il = 2 | inf [l Il

wie gewiinscht.

Eindeutigkeit erhalten wir durch Folgenmischung. Dazu seien x,2’ € C mit || x ||=||
o' ||=infycc || y || . Setzen wir oy 1= x, w9,y := @’ fiir k € N, so definiert dies eine
Minimalfolge, ist also nach dem oben gezeigten konvergent. Dies ergibt

r= lim wop = lim @op_1 =2/,
k—oo k—o0

also z =a .

Fir C=2+Y wihlenwir z=z—y€a+Y mit ||z ||<||z—v | firaley €Y .
Dies ergibt ||z —y [|=d(z,Y) und weiter fiir alle t e R,y € Y

I —y P<lz—y—ty' IP=lo—y|* +tlr —y.9) + £,z —y) + £ || |I=

=l @~y | +2tRe({x —y,y") + £ |y |I* .
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Differentiation bei t =0 ergibt
Re({r —y,y/)) =0 fiiralley €Y.

Ersetzen wir fiir einen komplexen Hilbertraum X den Vektor y’ durch iy , so erhalten
wir in jedem Fall
(v —y,y) =0 fiiralley €Y,

also r—y LY .

/1]

Beweis von Satz C.1:
Ist A =0, so wiahlen wir y = 0. Ist A # 0, soist ker A # X ein echter,
abgeschlossener Unterraum von X , und wir wahlen z € X — ker A . Mit Proposition
C.1 existiert z' € ker Amit 2+ :=2—2" L ker A.Da z' € ker A,z & ker A , folgt
weiter 2zt & ker A , insbesondere Azt #0 .

Fiir beliebiges = € X schen wir Z := 2 — 2 Az/Azt € ker A L 2+ | also

(z,21) = Az || 21 |2 JAzt
und fiir y =z AzL/ || 21 |2 gilt
(z,y) = Ax.
/1]
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