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Teil T
Vorbereitungen

1 Die Fourier-Transformation

Definition 1.1 FEin komplexes Borel-Maf auf R™ ist eine Abbildung p: B™ — C wvon
der Menge aller Borelmengen in R™ in die komplexen Zahlen, die folgende Figenschaften
erfillt:

p(®) =0,
[e.°]
HUEA) = 2 nlAa),
1=
wenn A; paarweise disjunkte Borelmengen sind.
Wir bezeichnen die Menge aller komplezen Borel-Mafe auf R™ mit M(R™) . LY(R")

ist durch die Zuordnung

fe=rer

in natirlicher Weise ein Unterraum von M(R™) .

Bemerkung:
In der Mafitheorie wird die Total-Variation |u| von g € M(R™) definiert durch

|pe|(A) := sup{ Z ln(A;)| | A; € B" sind paarweise disjunkt, A; C A } fiir A € B".
i=1

Es kann gezeigt werden, dal |u| ein nicht-negatives, endliches Maf§ auf R™ ist. Mit der
Norm

Il i = |u|(R™) = sup{ Z |(A;)] | Ai € B" sind paarweise disjunkt } < oo
i=1

ist M(R") ein Banachraum.
M(R™) ist der Dualraum des Raumes aller stetigen, im unendlichen verschwindenden
Funktionen

COUR™) :={p € C? (R™) | Ve >0 : [|¢| >¢] cC R"™ }.

Aquivalent dazu ist CO(R™) der Abschluf von CJ(R") im Raum aller stetigen, be-
schrinkten Funktionen auf R™ , den wir mit CP(R™) bezeichnen.
Fiir ¢ € L'(u) := L'(|p|) gilt die Dreicksungleichung

' [+ dy\ < [ Iel (L1)

Als néchstes definieren wir eine Multiplikation auf M(R"™) , genannt Faltung.



Definition 1.2 Fir p,v e M(R"™) definieren wir die Faltung p*v e M(R™) mit der
Dualitdt aus der Bemerkung durch

/ (15 v) = // ( + ) du(z) dv(y) Ve € CORM).

R7 R™

Bemerkung:
Da p und v Borel-Mafe sind, sind alle offenen Intervalle I,J C R™ meflbar beziiglich
pund v . Damit sind alle offenen Intervalle I x J C R?" meBbar beziiglich des Produkt-
maBes p® v, und, da slle offenen Menge in R?" abziihlbare Vereinigungen von offenen
Intervallen sind, ist das Produktmal u ® v ein Borel-Maf auf R?" .

Die Abbildung (z,y) — o(x +y) ist stetig, also borelmefbar auf R?" | und mit dem
Satz von Fubini erhalten wir

/ o d(pry) = / o@+y) du®v)(a,y) Ve e CORM.
Rn R2n
O

Einfache Eigenschaften der Faltung stellen wir in der folgenden Proposition zusammen.

Proposition 1.1 M(R") ist mit der Faltung eine kommutative Banachalgebra mit Eins-
element dg , die Einpunktmasse bet 0 € R™ | d.h. es gilt

puxv=vxu Vu,ve M(R"),
(ap)xv=a(pxv) VYu,ve MR"),acC,
(uxv)xo=px*x(vxo) Yu,v,oe MR"),

pux(v+o)=(uxv)+ (u*xo) Yu,v,oce€ M(R"),
= 1% 6 = 8o * pu.

Weiter ist LY(R") eine Ideal, genauer gilt fir f € L*(R"™),u € M(R")
(f * 1) /f:v— dpu(y), (1.2)

bzw. fir f,g € L'(R")
(f*9)( /f x — . (1.3)

Beweis:
Die Kommutativitdt ergibt sich sofort mit dem Satz von Fubini, da ¢(z+y) = p(y+x) .
Fiir ¢ € CJ(R") rechnen wir

[edtam s = [ [ otz +y) dania) dviy) -
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—a [ [+ v dute) i) = [0 dlalur)

J o d(uev) ko) = [ [ plw+2) dusv)w) do(z) =
=[] [ol@+y+z) du(z) dv(y) do(z),

und die Assoziativitit ergibt sich wieder mit dem Satz von Fubini. Ohne Verwendung des
Satzes von Fubini rechnen wir

und weiter

Jedpxw+0)=[[e(@+y) du(z) dv+o)(y) =
:fftpwry)du()dv )+ [ [o@+y) du(z) do(y) =
= [edpxv)+ [@d(uxo) =f<pd(u*V)+(ﬂ*a)>,

also folgt das Distributivgesetz. Weiter gilt

[ [ eta+u) duta) asnto) = [ [ ot ) doote) duto) = [

also p*dy = p
Weiter sehen wir

| [ o dtusn)| <l e llooey Il 121

also || pxv|[<[[pll v ,und | .| rwn) ist eine Algebranorm.

Da L™ ein Radon-Maf ist, existiert eine borelmefibare Funktion g : R" —
[0,00] bzw. C , die mit [ fast iiberall beziiglich L£" iibereinstimmt. Klarerweise ist
die Abbildung (z,y) — g(z —y) als Verkettung einer stetigen Abbildung und einer bo-
relmefbaren Abbildung borelmefibar auf R?" . Da das Produktmal £" ® |u| , wie oben
bemerkt, ein Borelmaf3 ist, rechnen wir mit dem Satz von Fubini und der Translationsin-
varianz des Lebesguemafles, da p ein endliches Ma#f ist,

[l -1 s o) = [ [l - )] 427() dlul(e) =

- / / l9()] AL (@) Alul@) =] g Iz @ny | 1 ]1< oo.

Wihlen wir eine Borlmenge B D [f # g] mit L™"(B) = 0, so ergibt obige Rechnung fiir
9= XB )
(L" @ |p))({(z,y) e R | flz —y) #9(z —y) }) <

< (L@ u)({(z,y) R |z —ye B }) =

- / (@ — )] AL ® ul) (@, 9) < x5 Iz || 1 ]1= 0

Zusammen sehen wir <(x, y) — flx — y)) € L'(£" ® p) und mit dem Satz von Fubini
<y = f(z — y)) € L'(p) fiir £™ — fast alle z € R™,

3



<xr—> (f *p)(x /fx— dp( )>€L1(R").

Weiter folgt mit dem Satz von Fubini und der Translationsinvarianz des Lebesguesmafles
fiir o € CJ(R™)

/ d(fL" * p) = // (x4 y)f(z) de du(y) / </fac— du( )>dx,

also (fL™")xpu=(f+*p)L" wiein (1.2).
/1]

Allgemeiner konnen auch Funktionen f € LP(R™) und g € LI(R™) gefaltet werden.

Proposition 1.2 Es sei 1 <p,q,r < oo, f € LP(R"),g € LYR"),u € M(R™) und

und wir setzen

bzw.

(f * 1) /fw— dyu(y)

fir © € R™ , fir die diese Integrale definiert sind.
Dann sind f x g bzw. fxp  L"—fast dberall definiert, fxg € L"(R™) bzw. f*p €
LP(R™) und
I f g ler@m)y<I f llLe@m)ll g llparn) (1.4)
bzw.
IS ooy <I S Mlze@mll ol - (1.5)

Beweis:
Zuerst nehmen wir 1 < p,q,r < oo an. Wir sehen p,q < r und

1 r— r—
S P+ q
r pr qr

=1.
Damit folgt aus der Holder-Ungleichung

[1f(@—y)g(y)| dy =

= UG =PI 1S = ) ()00 dy <
< (1= Plal ay) " 1120 g 12l
und .
J| [ 15— a0 av | a2 <17 e 19 Ve
also (1.4).



Ist » =00 ,s0osind p und ¢ konjugiert, und wir erhalten mit der Holder-Ungleichung

156 =99 dy <I £ ool 9 ooy ¥ € B
bzw.
[15G =)l dlulw) <1 S el ] Vo e 2

also (1.4) bzw. (1.5).
Ist r < oo, so haben wir p,q < r < oo, und fiir ¢ = 1 erhalten wir mit der
Jensen-Ungleichung

/ (f!f(m—y)! d\u\(y)> dw <
< [ J1f@ =yl diu@)] dz | P =] 1@y e 07,

also (1.5).
Ist r <oound p,g#1,sofolgt 1+1/r=1/p+1/q¢ <2 ,also r > 1, und zusammen
1 <p,q,7 < oo, was im ersten Fall bewiesen wurde.

/1]

Nun kommen wir zur Fourier-Transformation.

Definition 1.3 Die Fourier-Transformierte eines Mafles p € M(R™) ist definiert durch
(Frly) = ilw) i= [ expl-2rile,y) due) firy € B"
R?’L
bzw. fiir f € LY(R")
fy) = /f(x) exp(—2mi(z,y)) dz firy e R".

Rn
a

Die Fourier-Transformation ist ein Banachalgebrahomomorphismus von M(R™) nach
CY(R™) , d.h. die Faltung wird in punktweise Multiplikation iibertragen.

Proposition 1.3 Fir p€ M(R") ist g€ CYR™) , und es gilt

I i llopny<IF e 1] - (1.6)
Fir p,ve M(R™) gilt
Lxv =i (1.7)

Beweis:
Da |exp(—2mi(z,y))| =1 fir z,y € R , folgt mit dem Satz von Lebesgue fiir y; =y €
Rn

() = [ exp(-2mio,) duta) — [ exp(-2mio,1) due) = (o)
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und [ ist stetig.
Weiter gilt mit (1.1)

[a(y)| = ‘/GXP(—%W'(%ZD) dp(z)| <[l w1l
Rn

also (1.6).
Wir withlen 1 € CJ(B2(0)),0 <7 <1,n=1in B1(0) und setzen ng(x):=n(x/R) .
Aus der Definition der Faltung erhalten wir

—

F9(z) = [ exp(~2ni(z, 2)) d(p s v)(z) [ exp(—2mite, 2))n(x) A v)(z) =
= [ Jexp(=2mi(z +y, 2))nr(z +y) du(z) dv(y) —
— [ [exp(—2mi(z +y,2)) du(z) dv(y) =
= [ [exp(—2mi(z, z)) exp(—2mi(y, z)) du(z) dv(y) = j(z)v(z) fiir z € R™,

wobei wir den Satz von Lebesgue angewendet haben, da exp(—2i(., z)) eine beschriinkte,
stetige Funktion ist. Dies ergibt (1.7).

/1]

Weiter iibertrigt die Fourier-Transformation Translationen in Multiplikationen mit der
Exponentialfunktion und Homothetien. Wir fixieren folgende Notation.

Definition 1.4 Fir pe€ MR"),f:R" - C,z € R", A\ >0 setzen wir
(Tep)(A) = WA =) fir AeB", (:f)(y):=fly—=z) firyeR",
(hap)(A) = AT"u(AA) - fir A€ B", (haf)(y) == f(Ay) firyeR",

p(A) == p(-A) fir Ae B, f*(y):=f(-y) firyeR",
ex(y) = exp(2mi(z,y)).

Proposition 1.4 Fir pe M(R"),z € R X\ >0 gilt

(Tapt) = e—zfl,
(earu) = Tzl

(hA_llUJ) = Anh)\ﬂa

/\

pr = ()",
1 = fi.
Beweis:
Fir y € R® rechnen wir
() = [ exp(—2milz,y)) dlrop)(z) =

= [ exp( —2m<z +a,9) duy) = e—2(y)ly),



(extt) (2) = [ exp(=2mi(2,y)) d(esp)(2) =
— [exp(=2milz,y — o)) du(z) = iy — z) = (roit) (1),

(ha-1)(y) = [ exp(—2mifz,y)) d(hy-1p1)(2) =
= fexp(—27m'<)\z,y>))\” du(z) = A" [exp(—2mi(z, \y)) du(z) =
= A"(Ay) = A" () (y),

1 (y) = [ exp(—2mi(z,y)) du*(z) =
= [exp(=2mi(z, —y)) du(z) = f(—y) = (1)*(y)

und

17 (y) = [ exp(~2milz,y)) diF(z) = [exp(2ri(,y)) du(x) =
- fexp<2m<—w,y>> 30(@) = ).

/1]

Die grofle Bedeutung der Fourier-Transformation fiir Differentialgleichungen besteht darin,
daf} sie Differentiation in Multiplikation mit Polynomen iibertréigt.

Definition 1.5 Fir k=1,...,n setzen wir

Dy, := (2mi) "t O
fir Multiindices v = (71,...,7) € N§

DY = DY1 ---DJn
und fiir Polynome P(x,§) = ZMSm ay(2)€7,a,: 2 = C,m € Ny, Q CR" |

P(z,D) := Z ay(x)D"  fiir x € Q.
[v]<m

Im folgenden schreiben wir & : R™ — R & () == xy, .

d

Proposition 1.5 Fir u € M@R"),k € {1,...,n} mit & € L' (u) gilt v := &p €
M(R™) und
Dpjp = —0.

Ist umgekehrt f € LY(R™),0xf € M(R™) im Sinne von einer schwachen Ableitung

/ (0, f) - / f Owp AL Vo € CLR),

so gilt - R
Dyf = &S



Beweis:
Fiir y € R",h # 0 sehen wir mit dem Satz von Lebesgue, da &, € L'(u) ,

Rt (f(y + heg) — = [ h~Y(exp(—2mi(z,y + hey)) — exp(—2mi(z,y))) du(z) =
= fexp —2m(x,y>)h Yexp(—2mi{x, hey)) — 1) du(z) —
— [exp(=2mi(z,y)) (=2mizy) du(z) = —2mi D(y),

also
Dy = —0.

Umgekehrt rechnen wir mit 7 € C3(B2(0)),0 <n < 1,7 =1in B1(0), nr(z) := n(z/R)
und dem Satz von Lebesgue
Of(y) = [ exp(—2ri(z,y)) d(Okf)(x) [ exp(—2rilz,y))nr(z) d(Opf)(x) =
=— [ f(2)0, (exp(—27m'<x y>)773(x)> dz =
= — [ f(z)(—2miyg) exp(—27i{z, y))nr(x) dz — [ f(z)exp(—2mi{z, y))Oknr(z) do —

— 2miyf (),
also - R
Dyf =¢&f.

/1]

Das Bild von L'(R") unter der Fourier-Transformation in C2(R™) kénnen wir weiter
einschranken.

Lemma 1.6 (Riemann-Lebesgue) Fir f e L'(R") gilt fe CO(R™) .

Beweis:
Mit Proposition 1.3 wissen wir bereits, dafl f € Cl? (R™) , also stetig und beschrinkt ist.
Fir y#0 gilt
= [ f(z) exp(—2mi(z,y)) do = — exp(—mi) [ f(z) exp(—2mi(z,y)) dz =
= — [ f(z) exp(=2mi(z +y/(2ly[*),y)) do =
= — [ f(z —y/Qlyl)) exp(=27i(z,y)) dz,
und
27(0) = [ (7(0) = Fla = y/(@lof)) exp(~2mila.y) da.
Also )
FWI <5 [176@) = fo= /@l do 0 firy - oc,
und f e COR™) .

/1]



Unter den Dualititen L*°(R") = LY(R")* und M(R") = CY(R")* ist die Fourier-
Transformation ihre eigene duale Abbildung.

Proposition 1.7 Fir u,ve M(R"™) gilt

[aaw= [ an (1)

Damit ist die Fourier-Transformation
F: L'(R") - C)R™)
thre eigene duale Abbildung
F*=F: MR") — L>®(R").

Beweis:
Mit dem Satz von Fubini gilt

Jaav= [ [exp(-2mite.u)) aute) aviy) = [ 5 ap,

also (1.8). Damit folgt

(o s = aalin Fi oo = / Fdp= / Af AL = e (Fu, f)p Vf € LR,
und damit F*p = Fp .
/7]

Unser néchstes Ziel ist der Inversionssatz. Als einfache Folge ergibt sich daraus, dafl die
Fourier-Transformation injektiv ist. Andererseits stellt der Inversionsatz zusétzliche An-
nahmen an das Bild, und tatsdchlich sehen wir mit der Dualitit aus Proposition 1.7
und der Injektivitdt, daB die Fourier-Transformationen F : M(R™) — CP(R") bzw.
F: LYR") — CYR") nicht surjektiv sind.

Wir beginnen mit einer einfachen Hilfsfunktion.
Proposition 1.8 Fiir die Funktion ®(x):= exp(—m|z|?) gilt

¢ = .

Beweis:
® erfiillt die Differentialgleichung

Dp® — i, ® =0 in R".
Da &.® € LY(R") , erfiillt ® mit Proposition 1.5 dieselbe Differentialgleichung
Dp® —ig,d =0 inR™
Da @& #0in R" | folgt <i>/<I> = const . Schliefllich rechnen wir
n
$(0) = /q> dcr = </exp(—ﬂ't2) dt) =1 =®(0),

R

und es folgt & =& .



/1]
Satz 1.1 (Inversionssatz) Fir p€ M(R") mit g€ LY(R™) gilt
= fL",
wobei

x) = /f(y) exp(2mi(x,y)) dy fir z € R". (1.9)
R

Beweis:
Fiir ® aus Proposition 1.8 setzen wir ®.(z) := e "®(x/e) und v := (h.P)L" fiir e > 0.
Aus den Propositionen 1.4, 1.7 und 1.8 erhalten wir, da ®(z) = ®(—z) ,

(B2 % 1) (z) = / B.(z —y) duy) = / B.(y) d(r_ap)(y) = / b (y/e) d(r_op)(y) =

— [ Fey dy= [ i) esp(zrite)eE) .
Da fi € LY(R") und 0< & <1, erhalten wir

I @t ol e ey < ol oy < oo (1.10)

Setzen wir
f@)i= [ i) exp(emite.y)) dy firz € B,
Re
so erhalten wir weiter mit dem Satz von Lebesgue, da j € L'(R"),® € C%R") N
L®(R"), ®(0) =1,

(g 1) (x) = B(0) / Ay) exp(2ri{z,y)) dy = f(z).

Rn

Zusammen mit (1.10) folgt
O.xp— f in L. (R").

Dies ergibt fiir ¢ € CJ(R™)

Jeragt e [o@eewacr = / [ e@eta - ) duty) ds =
// ) dz du(y) = /(%*gp) dp.

Da [®. = [® = &(0 (0) =1 und ¢ gleichmiBig stetig und beschriinkt ist,
erhalten wir
D, xp — ¢ gleichmifBig auf R".

/sode"<—/(‘1>e*s0) du—>/s0du,

und, da ¢ € CJ(R™) beliebig war, folgt u = fL" , also die Behauptung.

Zusammen ergibt sich

10



/1]

Als Korollar erhalten wir sofort den Eindeutigkeitssatz.
Korollar 1.2 (Eindeutigkeitssatz) Fir p,v € M(R") mit p =0 gilt p=v .

Beweis:
Es gilt u—v € M(R") und g —v =0 € L'(R") . Mit dem Inversionssatz, Satz 1.1, folgt
p=v.

/1]

Damit ist die Fourier-Transformation injektiv, aber nicht surjektiv.
Korollar 1.3 Die Fourier-Transformationen

F: LYR™) — COR™), F: MR") — C)(R")
sind injektiv mit dichten Bildern, genauer

F(LY(R™)) ist dicht in C2(R™),
F(M(R™)) ist schwach*dicht in L>°(R™),

aber nicht surjektiv.

Beweis:
Die Injektivitat folgt sofort aus dem Eindeutigkeitssatz, Korollar 1.2. Mit der Dualitét
der Fourier-Transformation, Proposition 1.7, folgt mit Standard-Funktionalanalysis, siehe
[Ru] Korollar zu Theorem 4.12, daf} die Bilder entsprechend dicht liegen.

Da F(M(R™)) C CP(R"™) # L>®(R") , ist F(M(R™)) nicht schwach*-abgeschlossen.
Damit sind F(L'(R")) und F(M(R")) nicht norm-abgeschlossen, siche [Ru] Theorem
4.14, insbesondere

F(L'(R™) # CIR™),  FM(RM) # CJ(R"),
und F ist nicht surjektiv.

/1]

Giinstiger liegen die Dinge, wenn die Fourier-Transformation auf S, dem Raum der stark-
abfallenden Funktionen, oder auf den Riumen L?(R") , siche Satz von Plancherel Satz
1.5, betrachtet wird.

Definition 1.6 f € CX(R"™) heifst stark-abfallende Funktion oder Schwartz-Funktion,
falls

sup sup (1+ |z>)V[07f(x)| < 0o VN €N.
[7|<N zeRn

Den Raum der stark-abfallenden Funktionen bezeichnen wir mit S .

Bemerkung:
Klarerweise gilt C§°(R™) C S und ® € S, fiir die Hilfsfunktion aus Proposition 1.8.

11



Satz 1.4 Die Fourier-Transformation bildet S in sich ab, und
F: 5=

ist bijektiv mit F2f = f* und F* = ids .
Fir f eS8 wund ein Polynom P € C[&y,...,&,] gilt

P(D)f =PE)f, PE)f=P(=D)f. (1.11)

Beweis:
Fir feS,PcCl,...,&)] gt P(D)f,P)f e LY(R") , und (1.11) folgt aus Propo-
sition 1.5. Insbesondere folgt

(L+1EP)¥D7f = (~)PIA+1EPVET = (-)MF(1+ DR () € I2R)

mit Proposition 1.2, also f € S C LY(R") . Mit dem Inversionssatz, Satz 1.1, folgt nun
Ff=f"Ff=f*=f,und F:S8— S ist bijektiv.

/1]
Satz 1.5 (Satz von Plancherel) Fir f e LY(R")NL2(R") gilt f e L2(R") und
I £ 2@ =Il £ |2 @y - (1.12)
Die Erweiterung der Fourier-Transformation
F: L*R") — LARY), f — f,

ist eine bijektive Hilbertraum-Isometrie. Insbesondere erhdlt F innere Produkte, d.h. fir
fr9€ L*(R™) gilt

/fg dﬁnz/ﬁ dcr.
Beweis:

Mit Satz 1.4 und den Propositionen 1.4 und 1.7 gilt fir f,ge S
/fg_] dﬁ”:/f*g* dE":/fo g dﬁ":/ff F(g") dE":/j? dc",

insbesondere fiir f =g A
I f le2@ny=Il f llL2®n)s
also (1.12) fir f€ S.

Da S dicht in L?*(R") ist, kann F eindeutig zu einer Hilbertraum-Isometrie von
L*(R™) erweitert werden, die wir zuerst mit

F: L*(R") — L*(R")

bezeichnen. Als Isometrie ist F injektiv. Da mit Satz 1.4 S = F(S) dicht liegt in
L?(R™) , ist F auch surjektiv.

12



Fir f € L'(R") N L?*(R™) existiert f; € S, so daB f; — f simultan in
L'(R™) und L?(R") . Mit Proposition 1.2 folgt

I fi—f leo@m<Il fi = f ller@ny—= 0 fiir j — o0
und mit (1.12) fir f; — fr €S
I fi = fe lpe@my=Il f; — fi l2@my— 0 fiir j, ke — oc.
Daraus folgt fj — fin L2(R") und damit (1.12). Weiter folgt
fefi=Fhi=Ff mP®Y),

und F ist eine Erweiterung von JF|(L'(R") N L*(R™)) , die wir daher auch mit F
bezeichnen.

/1]

Bemerkung:
Die Abbildung F : L}(R") — L?*(R") wird auch Plancherel-Transformation genannt.

d

Zum Schluf} dieses Paragraphen untersuchen wir Operatoren, die mit Translationen kom-
mutieren.

Proposition 1.9 FEine stetige, lineare Abbildung T : LP(R™) — LY(R™),1 < p < 00,1 <
q < 0o kommutiert genau dann mit Translationen, d.h.

T =T7, VxecR"

T(f+p)=(Tf)spu Vf € LPR"),n € M(R"). (1.13)

Fir q=1,2 existiert eine mefbare Funktion m :R"™ — C , so daf
Tf=mf VfeS (1.14)

Beweis:
Wir wéhlen eine Partition R"™ = > >°, Bf mit Borelmengen B, diam Bf < e,25 € B
und setzen

= ()
=1

Klarerweise gilt > 77, |w(BS)] < >oooy |ul(Bf) =[| p ||< oo . Fiir g € L"(R™),1 <r < o0
sehen wir

o
g* = Zu(Bf)Txig in L"(R"),
i=1

also mit der Stetigkeit von T

T(f#ps) =T (B f =Y u(B)7a,Tf = (Tf)*p. (1.15)
=1 i=1

13



Weiter rechnen wir

(Fem@) = ()@ =Y (=)~ fe—a) duy), (110
=1 B:
also
I £ = 1) mmwﬁgi/ )= S )] S
s;;tguo—w—fc—m»dmwlﬂw)g

> 1/p
|u|(Bf)P flx—y) = flz—x)|P de du|(y)) <
<3 (eor [ f i )

<ZWWEMWN+M Fllo@n=l wll sup | f(.+h) = f [|Loggn).

i=1 h|<e

also
f*u®— fxp in LP(R™).

Fiir ¢ < oo erhalten wir mit (1.15)
T(fxp) = T(fxp7) = (Tf) * 5= = (TF) * o, (1.17)

also (1.13).
Fiir ¢ = oo sehen wir

I 70T f = Tf oo @ny=I T(7nf = ) ooy <I T I FC =) = f Lo ey -

Fiir ¢ € CJ(B1(0)) mit ¢ >0, [ ¢ =1,¢.(z) :== e "p(x/c) sehen wir
(e (T)) (@) = (= * (T1))(Y)] < /@e(z)l(Tf)(l“ —2) = (Tf)ly—2) dz <

<ITI sup [ FC=h) = f @),
Ih|<|z—y]

und, da ¢ * (Tf) — (Tf) in L} (R") , folgt Tf € CP(R") ist gleichmaBig stetig. Wie
in (1.16) sehen wir

(@)« @)~ (@) 1)) £ [ 10N )~ @)~ diplw) <
ZlB

<Ip TN sup |G =h) = f llzr@n),
|h|<e

also
(Tf) % ps = (Tf)*p in CPR™),
und (1.13) folgt wie in (1.17).
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Fir ¢=1,2 folgt daraus fiir f,ge S
Tfg=(Tf)xg=T(f*g)=fxTg=FfTy.
Wihlen wir g mit g # 0 auf R" |, z.B. g = ® aus Proposition 1.8, so folgt (1.14) fiir
m =g 'Tg (1.18)

mit der Stetigkeit von T .
Gilt umgekehrt (1.13), so sehen wir

T Lf=(Tf)x0, =T(f %6,) =T f,

und 7T kommutiert mit Translationen.

/1]

Fir p=¢=1bzw. =2 koénnen wir die Aussagen verschirfen.

Proposition 1.10 Die stetigen, linearen Abbildungen T : L'(R™) — LY(R") , die mit
Translationen kommutieren, d.h.

T =T7, VxecR"

sind gegeben durch
Tf=fxp YfeLY(RY)

fir ein p € M(R™) . In diesem Fall gilt

T =0l

Beweis:
Mit Proposition 1.9 (1.14) existiert mebares m : R” — C mit

Tt=mf VfeL'(R".

Aus (1.18) erhalten wir mit Proposition 1.3, daf§ Tg e CP(R™) , also ist m stetig.
Wir wihlen g € S mit §(0) =1 und setzen gy(z) := A""g(z/A\) fiir A >0 . Es gilt

[ Tox lr@ny < TN g lpr@emy=1 T || | 9 |11 mn)< o0,
also konvergiert fiir eine Teilfolge A\; — 0
Tgy; — i schwach™ in COR™)*.
Daraus folgt fiir ¢ € CJ(R™) mit Proposition 1.7,

fgoﬂdﬁ"zf@d,u(—fngg)\j dE":fgng)\j dL" =
= [omgy, AL — [@m dL",
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da ¢ € C%(R") nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue, Lemma 1.6, m stetig ist und
mit Proposition 1.4

9A(y) = 9(Ay) = §(0) = 1.
Daraus folgt & =m und mit Proposition 1.3
Tf=mf=pf=F*p
also mit dem Eindeutigkeitssatz, Korollar 1.2,
Tf=fxu YfeL' (R

Proposition 1.2 ergibt
TNl el -

Fiir einen Faltungskern ¢ € C§(B1(0)),v > 0, [pn ¥ = 1,¢%:(2) := e ™p(z/e) und
o € CY(R") gilt

Jedue [vixpdu=[[o@)ve(z—y) duly) dz = [ (¢ *p) dL" =
= [o Ty dL* <[ T|| | ¢ [lzoe(rn) -
Bilden wir das Supremum iiber alle ¢ € C§(R") mit |p| < 1, so folgt
lel<IT -
Umgekehrt ist 7 : L'(R") — LY(R") stetig, linear und erfiillt T'f := f* u , so gilt
T =7(f*p) = (uf) x p =T f,
also kommutiert 7T mit Translationen.

/1]

Proposition 1.11 Eine stetige, lineare Abbildung T : L?>(R") — L*(R™) kommutiert
genau dann mit Translationen, d.h.

7T =Tr, VzeR"
wenn m € L>°(R™) existiert mit
Tf=mf VfeL*R").

In diesem Fall gilt
1T NI=1m [l poe my -

Weiter kommutiert T genau dann mit Homothetien, d.h.
hyI' =Th) YA>0,

wenn m homogen vom Grad 0 ist.
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Beweis:
Mit Proposition 1.9 (1.14) existiert mefibares m : R” — C mit

Tf=mf VfeL*R").
Mit dem Satz von Plancherel, Satz 1.5, folgt

IT]= sup |[mf 2@ -

||f||L2(Rn):1
Daraus folgt m € L>*(R") , und
T {[=[ 2 [] oo ey -

Umgekehrt definiert jedes m € L>°(R™) mit dem Satz von Plancherel eine stetige, lineare
Abbildung T : L?(R") — L?(R") durch

Tf=mf VfeL*[R").
Mit Proposition 1.4 folgt
Trof =mrf =me_of = e, Tf =7, Tf Vfe LR,
und der Eindeutigkeit im Satz von Plancherel
Trpf =71/,

also kommutiert T mit Translationen.
Schliellich sehen wir mit Proposition 1.4

I (Tf) = A"hA(T]) = A"ha(mf) = ha(m) fiy 1 f

und - -
Th)\flf = mhA—lf.

Also kommutiert T genau dann mit Homothetien, wenn
hym=m V>0,

d.h. wenn m homogen vom Grad 0 ist.

/1]
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2 Uberdeckungs-, Zerlegungs- und Interpolationssiitze

Uberdeckungsargumente haben in der Analysis bzw. Harmonischen Analysis eine grofe
Bedeutung. Fiir unsere Anwendungen wird folgender einfacher Uberdeckungssatz von Vi-
tali ausreichen.

Satz 2.1 (Uberdeckungssatz von Vitali) Es sei F eine Familie von abgeschlossenen,
nicht degenerierten Bdllen in R™ mit

sup{diam B | B € F} < 0.
Dann existiert eine paarweise disjunkte Unterfamilie G C F mit
JreU#
BeF B'eg

wobei B' der offene Ball mit gleichem Zentrum und 5—fachem Radius wie B’ ist. Insbe-
sondere gilt

cr(|J By<s"cr( | B). (2.1)

BeF B'eG

Genauer existiert zu jedem B € F ein B’ € G mit
BNB #0 und BC B’

Beweis:
Es sei D :=sup{diam B | B € F}, und wir setzen

Fj={BeF|279D < diam B <279t'D}

fiir j = 1,2,... Klarerweiese gilt F =322, F; .
Nun wéhlen wir sukzessive Teilfamilien G; C F; wie folgt:

1. G; C F; ist eine maximale paarweise disjunkte Teilfamilie von F.

2. Nun seien Gi,...,Gj_1,j > 2, bereits gewdhlt und G; C F; sei eine maximale paar-
weise disjunkte Teilfamilie von

j—1
Fj:={BeF |VBe|JG: BnB =0}
=1
Nun setzen wir
o0
G:=JgcF
j=1
Trivialerweise ist G eine paarweise disjunkte Teilfamilie von F. Nun sei B € F, also B € F;

fiir ein j € N. Wegen der Maximalitét der G; existiert B € U{Zl G, mit

BN B #0. (2.2)

18



Insbesondere gilt diam B < 277D und 277D < diam B’, also
diam B < 2 - diam B'. (2.3)

Schreiben wir B’ = B,(z) mit z € R, ¢ > 0, so gilt per Definition B’ = B, (). Daraus
folgt diam B’ = 2p und mit (2.3)

diam B < 4p. (2.4)
Nun sei z € BN B’ gemif (2.2). Es gilt
|z —2z| <o

und
VyeB: |z—y|<diam B <4g

mit (2.3). Daraus folgt fiir y € B, dass
[z =yl <z —z[+ |z =y < De

also y € B’ und R
BCDHB.

U Bc | B
B'eg

BeF

Da L£"(B) =5"L"(B) und G paarweise disjunkt ist, folgt (2.5), und der Satz ist bewiesen.

/1]

Die folgende Calderon-Zygmund-Zerlegung wird bei der Abschétzung singulérer Integrale
in den néchsten Paragraphen eine entscheidende Rolle spielen.

Dies ergibt

Satz 2.2 (Calderon-Zygmund-Zerlegung) Es sei f € L'(R™) undt > 0 . Dann exi-
stiert eine Zerlegung R™ = F 4+ Q mit

|f| <t L"— fast dberall in F, (2.5)

und Q = U2 Qy ist eine Vereinigung von abgeschlossenen Wiirfeln mit paarweise dis-
junktem Inneren mit

t<][|f| dLr < 2"t Wk €N, (2.6)
Qk
Insbesondere gilt
£99) <47 £ e - (2.7)

Beweis:
Wir schreiben R™ als Vereinigung abgeschlossener Wiirfel gleicher Seitenlédnge und mit
paarweise disjunktem Inneren. Dabei wihlen wir die Seitenlénge so grof}, dafl fiir jeden

dieser Wiirfel @
][ || AL <t
Q
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gilt.

Nun fithren wir eine Calderon-Zygmund-Zerlegung fiir diese Wiirfel durch, d.h. wir
halbieren die Seiten von () wund zerlegen () in 2" kongruente Unterwiirfel Q' .
Diejenigen Q' , die

firtacr <
Q/
erfiillen, werden weiter unterteilt. Die restlichen Wiirfel, die

]Z|f| dcr >t
Q/

erfiillen, fassen wir sukzessiv in eine Familie {Q}ren von Unterwiirfeln zusammen, deren
Inneres paarweise disjunkt ist. Wir setzen 2 := U?2,Qy und F:=R" — Q.

Jedes @ ist in einem eindeutigen Vorgingerwiirfel () doppelter Seitenldnge ent-
halten, der

firtac <
Qx
erfiillt. Da £"(Qy) = 2"L™(Qy) folgt

t<][\f\ dcr < o,

also (2.6), und (2.7) folgt daraus sofort.
Fiir jedes x € F = R" — U2, Q). existiert eine Folge Q. von Unterwiirfeln mit
beliebig kleiner Seitenléinge und

][|f|cw"gt.

Da fast alle = Lebesguepunkte von f sind, folgt (2.5), und das Lemma ist bewiesen.

/1]

Korollar 2.3 Es sei f € LY(R") undt > 0 . Dann existiert eine Zerlequng f =g -+b
und eine Folge von abgeschlossenen Wiirfeln Qi mit paarweise disjunktem Inneren

lg| < 2"t L™ — fast iberall, (2.8)

b=0 inR"—U2,Qx,

][|b| don < ontly, f b=0 VkeN, (2.9)

H 9 lr@nys 10 o)< 2 || f 22 @) (2.10)
L@ <t f lwn - (2.11)
k=1
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Beweis:
Mit der Notation aus Satz 2.2 setzen wir

flx) firzeF

g(z) = ][f fiir x € Qp,k € N,
Qr
und b:=f—g.
Damit folgt sofort b =0in F und ka b=0.Mit (2.5) folgt
lg| <t fast iiberall in F,

und mit (2.6)
gl <2 in U2, Qr,

J1si=1[ 1< [11.
Qk Qk

also (2.8).
Weiter gilt

Qk
also
o< 2f s <z
Qk Qr
und

I gl wey 10 Il @y < 20 f 2@y -
Damit sind (2.9) und (2.10) bewiesen.
Schliefilich folgt (2.11) aus (2.7), da @} paarweise disjunktes Inneres haben.

/1]

Eine andere Art der Zerlegung gibt folgendes Lemma.

Lemma 2.1 (Whitney-Zerlegung) Jede offene Q C R™ # R"™, kann als Vereinigung
von abgeschlossenen Wiirfeln @ mit paarweise disjunktem Inneren dargestellt werden,

deren Durchmesser proportional ihrem Abstand zum Komplement F := R™ — Q st
genauer

diam Qi < d(Qg, F) <4 diam Q) Vk e N. (2.12)
Beweis:

Mit Qg bezeichnen wir alle abgeschlossene Wiirfel der Seitenlédnge 1 mit ganzzahligen
Eckpunkten, und Q; := 2’lQ0 sind die Wiirfel der Seitenléinge 2=t mit Eckpunkten in
(27'Z)" . Der Durchmesser der Wiifrel in Q; betrigt /n27" .

Wir zerlegen Q = UX Q) mit @ = {2z € Q| /n27 < d(z,F) < /n2712 }
und setzen

For=J{Qe|@na#0}.
leZ

Fir Qe Fy,zB. Q€ Qundx e QN , gilt

d(Q,F) < d(z,F) < /n27"2 = 4 diam Q,

21



und
d(Q,F) > d(z, F) — diam Q > v/n27 ! —/n27! = diam Q.

Damit gilt (2.12) fiir alle @ € Fy , insbesondere @ C Q . Dies ergibt
o= J @
QeFo
SchlieBlich sei F die Familie der maximalen Wiirfel von Fp , d.h. aller @ € Fyp mit
Q €F,QCQ =Q=Q .Fiir x € Qe Fy sehen wir mit (2.12)
diam Q < d(Q, F) < d(x, F) < oo,

da F # (0, also liegt jedes = € 2 in mindestens einem Wiirfel mit maximaler Seitenléinge.
Damit iiberdeckt F nach wie vor 2 .

Da andererseits zwei beliebige Wiirfel aus U;Q; mit gemeinsamen Inneren in einander
enthalten sind, folgt, dafl die maximalen Wiirfel paarweise disjunktes Inneres haben.

/1]

Es wird niitzlich sein Funktionen zu betrachten, die nicht in L' liegen, aber die Konklusion
der Tschebychef-Ungleichung erfiillen.

Definition 2.1 FEine mefibare Funktion f heifit schwach in L'(R™) , falls fir ein M <
00
LM f]>t) <Mt™t vt>o.

In diesem Fuall setzen wir
|y mny :=supt L™(|f] > 1).
t>0

Eine Abbildung T von LP(R™),1 < p < oo, in den Raum der L"—mefSbaren Funktionen
heifst vom schwachen Typ (p,q) firl < gq < oo, falls fir ein M < 0o

LM(|Tf|l>t) < <Mt—1 I f llze e )q vt > 0. (2.13)

T heifst vom schwachen Typ (p,00) bzw. vom starken Typ (p,q),1 < q < oo, falls fir
ein M < oo

I Tf lLamny< M || f 2o @y,
insbesondere ist T : LP(R"™) — L1(R™) stetig bei O .

d

Proposition 2.2 (Ungleichung von Kolmogorov) Fir f schwach in L'(R™) gilt
fir alle 0 <p<1 und mefbaren A CR"

J177 42" < (=) 111 o 7). (2.14)
A
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Gilt umgekehrt fiir eine mefibare Funktion f,0<p <1,0< A < oo und alle mefibaren
ACR"

1 acr < -tz
A

soist f schwach in L'(R™) und

| floy ey < (1= p)V/PA.

Beweis:

Es gilt
[lsvacr <p [e-terans > o) i<
A 0

o0

Sp/tplmm( (A, oy ot ™) it <

< pﬁ"

oo
P~ dt + plf| 1 ey /ﬂ’—th:
M

= LM(A)MP + Tp|f|L}U(R")Mp_1 (1 =) " A1 gy £ (AP
wenn M — |f|p1 mn)/L"(A) , also (2.14).
Umgekehrt sehen wir fiir A := [|f| > t] N Br(0)

L'(A) < tp/ |f|P AL < t7P(1 — p) " LAPLY(A) 7P,

und, da L"(A) < oo,
LM(A) < (1=p) VPAr,

also

| flry mey < (1 —p)"VPA.
/1]

Der folgende Interpolationssatz von Marcinkiewicz schlieft vom schwachen Typ an den
Randpunkten des Intervals auf starken Typ im Inneren.

Satz 2.4 (Interpolationssatz von Marcinkiewicz) Es sei T eine Abbildung von
LYR™) + LP(R"),1 < ¢ < p < o0, in den Raum der L"™—mefbaren Funktionen, die
subadditiv ist , d.h.

T(fr+ )l < |Tfil + 1T fal,

und vom schwachen Typ (q,q) und (p,p) mit Konstanten M, bzw. M, in (2.13).
Dann ist T wvom starken Typ (r,r) fir q<r <p, und es gilt

I TF e @< Cpoa,r)My =M || f | &) (2.15)

mit r1=(1—-a)g+ap™! firale fe L"(R")C LYR")+ LP(R") .
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Beweis:
Es sei 0.B.d.A. My, M, >0.Fir feL"(R") C LYR")+ LP(R™) und s> 0 zerlegen
wir
f=fi+fo,
wobei
fl :fx[\f|>s]’ f2 :fX“f‘SS]
Es gilt
ITf] <|Tfi] +|Tfal,

also fiir p < oo

LTS > 0) < LThH] > )+ L(ThH| > 5) <

2My || fullzawmyNe  2Mp || f2 [lo@n) \P
< .
(/) =)
Fir s=1t/A, A >0 unten gewihlt, folgt

o0

/|Tf|r = r/tr_1E"(|Tf| >t) dt <
R 0

(e o] o0

r(qu)q/tr—l—q< / 1) dt+r(2Mp)p/ﬂ—1—p( / 1) ae
0 1£1>t/4] 0 151<t/4]
= r(2M,)7A"1 / e / £19) ar + 7(2M,)° A7 / e ( / /1) ar
0 14i>7) 0 Ifi<r]
Da
0 11
[ [ ey ar= i [ertran- —/|f|7"
0 14i>7] Rr 0
und - ~
/Tr_l_p( / ]f]p) dT:/‘f‘p/TT_l_p dr = 1
p—r
0 Ifi<r] RS R
folgt
/nyyr L aryare 4 (] /yfyr (2.16)
—4q p—r

]Rn
Ist p=oo ,sogilt |Tfe| < Mss ,und fiir s=1t/(2M,) erhalten wir

My || f1 HLq(Rn))q

2
L(|Tf] > t) < ( ;

Fiir p < oo wiéhlen wir
A=2M, """ My
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wahrend fiir p = oo und A = 2M, der zweite Term in (2.16) wegfallt. In beiden Féllen
erhalten wir

T T 1 _
I T o < 27+ ) MM | f e,

und (2.15) folgt mit

T T 1/r
2 e .
Clrar) =21+ =)

/1]

Kombinieren wir den Uberdeckungssatz von Vitali und den Interpolationssatz von Mar-
cinkiewicz, so erhalten wir folgendes fundamentale Resultat {iber die Maximalfunktion,
die wie folgt definiert ist.

Definition 2.2 Fiir f € L}, (R") ist die Mazimalfunktion M f definiert durch

e 102
0>0
B,(x)
O
Satz 2.5 M st vom schwachen Typ (1,1) und vom starken Typ (p,p) firl <p < oo,
genauer
LM >t) <Cut ™ || fllpiwny  fiir f € LYR™),t >0,

und
| Mflle@)< Cop | [ llppwny  fir f € LP(R"),1 < p < oo,

Insbesondere ist die Maximalfunktion M f fast iberall endlich beziiglich L™ fir f €
LP(R™),1 <p< oo .

Beweis:
Die Maximalfunktion ist unterhalbstetig, also mefibar. Wir betrachten

F={B,@ |t<][ ] dem )
BL(@)

und sehen [Mf >t] C|JF . Fir B,(z) € F gilt
wng" = L™(By(@)) < 71| £ |11 ()< oo.

Daher sind die Radien von F beschrinkt, und mit dem Uberdeckungssatz von Vitali,
Satz 2.1, gibt es eine paarweise disjunkte Teilfamilie G C F mit

tLMMf>t) <t JF)<5" )t LM(B) <
Beg

<" Y [ 11 <5 £ lageo,

Beg

da G paarweise disjunkt ist. Damit ist M vom schwachen Typ (1,1) . Da trivialerweise

IMf|<|| f llpeo@n)

fir f € L>*(R™) ,ist M auch vom Typ (oc0,00) . Mit dem Interpolationssatz von
Marcinkiewicz ist M vom starken Typ (p,p) fiir 1 < p < oo, und der Satz ist bewiesen.
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Bemerkung:
Betrachten wir g := fx(f|>¢/2 fiir f € L'(R™) , so sehen wir |f| <¢/2+ ¢ und

[Mf>t]C[Mg>t/2].

Daraus folgt mit obigem Satz

LYMf>t) <Ot / |f] dL™. (2.17)
|f1>t/2

Abschlielend beweisen wir ein niitzliches Resultat zur Approximationen der Identitét.

Lemma 2.3 Essei ¢ € LY(R"), p.(x) := e "p(x/€) , und die monoton nicht-wachsende,
radiale Majorante, definiert durch

Y(z) == sup [p(y)l,

ly|>]x|
set integrierbar mit
/1/) dL™ = A < 0.
R?’L
Dann gilt fir fe LP(R"),1<p<oco,
sup |(f * ) (@)] < A(M f)(x)  fir M f(z) < oo, (2.18)

e>0

insbesondere ist (f x @) (x) fiir (Mf)(z) < oo wohldefiniert, und, falls [¢ dL™ =1,
fxoe = [ punktweise L™ — fast iiberall in R™.

Ist fe CPR™) , soist diese Konvergenz gleichmdpig auf kompakten Teilmengen.

Beweis:
Die Urbilder unter v von Intervallen sind Differenzen von Béllen, und somit ist
mefbar.

Zum Beweis von (2.18) geniigt es

(fxv)(x) < AMf)(x) VeeR"

fir f>0,f¢€ LP(R"),1 <p<oo,e>0 zu zeigen. Da diese Abschiitzung translations-
und homothetie-invariant ist, gentigt es

(f *9)(0) < A(M f)(0) (2.19)

fir (M f)(0) < oo zu zeigen.
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Da 1 radial ist, schreiben wir im folgenden abkiirzend (r) = ¢(z) fiir r = |z| . Da
® monoton nicht-wachsend und integrierbar ist, gilt (r) — infy = 0 fiir r — oo , und
weiter existiert fiir 0 <t <lim,\9(r) =T ein 0 <7, < 0o mit

[0,74[€ {r € [0,00 | $(r) >t } € [0,74],

also

BT‘t(O) - W) > t] - Brt(o)
Dies ergibt

:/f(x)?,!) /Ffﬁn )b > 1) d
R® 0
r I
- 0/ ) /(O fdcrdt < 0/ (M F)(0)L" (B, (0)) dt =

T
— (M f)(0) / £ > 1) dt = A(M)(0),
0

also (2.19).
Ist [o=1,sogilt

(f * pe) (@) — f(x) = / o) (f(@ —y) — f(x)) dy.
J

Fiir f stetig und beschriankt folgt

[(f + @) (@) = f2)] <A sup If(y)—f(fv)|+28]ll§l§|f| / lpe(y)] dy.

lz—y|<o
ly|>0

Fir 7 > 0,R < oo, wahlen wir zuerst § mit

A sup  sup [f(y) - flo)| <,
2€B}(0) [o—y| <6

dann g9 > 0 so, dafl fir 0 <e <¢gg
/ = (y)| dy = / lp(y)] dy < 7.
ly|>6 ly|>d/e

Dies ergibt
| (f xpe) = f L Brop< (1 + 25}}3}) |fD)Ts

und f * . — f gleichméBig auf B3(0) .
Fir f e LP(R™) setzen wir

(N f)(x) := limsup [ (f * @) (z) — f ()]

e—0

27



Nach dem eben Bewiesenen gilt Ng = 0 fiir g € CJ(R") , also mit (2.18)
Nf<N(f—9) <(A+1)M(f—g) fast iiberall beziiglich £".

Fiir 1 <p < oo wihlen wir g, € CJ(R"),g,, — f in LP(R") , und sehen mit Satz 2.5
N f =0 L"—fast iiberall.

Fir f e L*(R") ist fXng(xo) € LY(R") , also N(fXng(mo)) = 0 L"—fast {iberall
nach dem eben Bewiesenen. Weiter gilt fiir x € By (o)

(0= xmgeo) re)@| < [ leew)fl@—y)l dy <

R"™—B1(0)

<I fllpeewny [ Il L™ =0,
ly|>o/e

und N f =0 L"—fast iiberall.

/1]
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Teil 11
Singulire Integrale

3 Singulidre Integrale mit allgemeinen Kernen

Mit Proposition 1.2 sind Faltungsoperatoren

(K )() = / K(z—)f(y) dy
J

fir Kerne K € L'(R™) stetige, translationsinvariante Endomorphismen auf LP(R"), 1 <
p < 0o0. In den Propositionen 1.10 und 1.11 wurden die stetigen, translationsinvarianten
Endomorphismen auf L'(R") und L?*(R") in den Fourierdaten charakterisiert. Fiir
LP(R™), p # 1,2, ist eine solche Charakterisierung bislang nicht vorhanden.

In diesem Paragraphen betrachten wir Faltungsoperatoren mit K ¢ L'(R™) und mit
einer Punktsingularitit im Ursprung. Solche Integralkerne treten z.B. bei Integraldarstel-
lungen von Losungen partieller Differtialgleichungen auf. In diesem Fall sind die Faltungs-
bzw. Losungsoperatoren nicht nur translationsinvariant, sondern auch invariant gegeniiber
Homothetien. Daher sind solche Kerne homogen von Grade —n. Wir betrachten diese
Kerne genauer im néchsten Paragraphen.

Das néchste Lemma gibt das Hauptargument unserer Abschitzungen singuldrer Inte-
grale wieder. Die etwas technischen Bedingungen werden im Laufe des Paragraphen durch
einfacher zu verifizierende Bedingungen ersetzt.

Lemma 3.1 Es sei K € LY(R")U L?(R"),0 < A < oo, mit

| K || poo gy < A, (3.1)

| ‘>f2‘ l\K(w—y)—K(m)\ dz < A.

Setzen wir fir f e L'(R™)

(KN @)= [ Kla=)f() v
R?’L

so ist K wvom schwachen Typ (1,1) , genauer
LYESI > 1) S Cal || fllp@m 1 V>0, (3-3)
und erweitert zum starken Typ (p,p) fir 1 <p < oo, genauer
I Ef llr@n)< Cnp A S lony - (3-4)

Bemerkung:
(3.2) ist z.B. erfiillt, wenn K € C} _(R™ — {0}) und

VK (z)| < Ajz|" 7, (3.5)

wobei A durch C,A ersetzt werden muf.
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Beweis:
Zuerst zeigen wir, dal K vom starken Typ (2,2) mit der Abschitzung (3.4) fiir p =2
ist. Fiir f € LY(R") N L2(R") gilt mit (1.7)

Kf=Kf,
und mit dem Satz von Plancherel, Satz 1.5, und (3.1) gilt
| Kf lz@ny=I Kf 2@y < Al f l2@ny= Al f ll2@ny - (3.6)

//

Nun zeigen wir, dal K vom schwachen Typ (1,1) mit der Abschétzung (3.3) ist. Dazu
betrachten wir eine Calderon-Zygmund-Zerlegung f = g+b mit abgeschlossenen Wiirfeln
@ mit paarweise disjunktem Inneren wie im Korollar 2.3. Da K f = Kg + Kb, gilt

LMK fl>t) < LM(|Kg| >t/2) + L™(|Kb| > t/2). (3.7)
Mit (2.8) und (2.10) ist g € L'(R™) N L>®(R"), insbesondere g € L?(R™), und es gilt
19 By <l @ losanyl 8 lomqeny< Cat I £ e -
Mit der Tschebychef-Ungleichung und (3.6) folgt

Lr(|Kgl > t/2) <4 || Kg o< 40272 [ g [2aggny< Cal®t | f llpiany - (38)

o0
Zur Abschitzung von Kb setzen wir by :=0b-xQ,, b= > by und schreiben
k=1

Qr =z + [—ok, 06)" keN.

Mit (2.9) gilt fiir = & Q

Koi(o) = [ K@=y b) dy= [ (Ko =9) - Ka - 2)) o) d
Qk Qk

Fir y € Qr = 2 + [0k, 0" und z ¢ ng/ﬁgk (xr) gilt
1
\y—wklﬁx/ﬁgk§§ |z — 2]

Daher folgt mit (3.2)

[ omwaes [ [ Ke-p - Ka- )l o) bl <

RM=BY /g, (k) Qi |z—zk[22ly—zy]

< A/ b AL < CR ALY (Qy),
Qr
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wobei wir (2.9) verwendet haben. Setzen wir

Q" := UpZy Baymp, (k)

so sehen wir mit (2.11)

/ K| < Z / Kbl < Cubt S £7(Qe) < Colh | f iy - (39)
R —Q* =lpn_ 2fgk (z1) k=1
Wieder mit (2.11) sehen wir
Z BQfgk (k) < an o < an L Q) < Ct ™ | f HLl(R") :
k= k=1 k=1

Zusammen mit (3.9) erhalten wir
LAY > 1/2) < £7Q7) + 2 | Kb s ey < Cull+ M | F ey -
Zusammen mit (3.8) und (3.9) erhalten wir
LK S > 1) < Cul 4+ A0 | f |y fiix £ 0.

Da K linear in K ist, folgt (3.3).

Aus (3.3) und (3.6) folgt mit dem Interpolationssatz von Marcinkiewicz, Satz 2.4, da8
K vom starken Typ (p,p) mit der Abschitzung (3.4) fiir 1 <p <2 ist.

Fiir p > 2 beweisen wir dies mit Dualitdt. Fiir f,g € CP(R"),2 < p < oo,p’ =
p/(p—1), gilt mit K*(x) := K(—x)

[ [ K@x—y)f(x)g(y) dy dz| =
Rn Rn

= | [ fE g dL" < f lzvey 11 K79 | geny -
Rn

Mit Proposition 1.4 erfiillt K* (3.1), (3.2) fiir gleiches A. Nach dem oben Bewiesenen
gilt

| K*g HLp/(]Rn)S CopAllyg HLp/(]Rn),
also

1 [ 589027 < Cop A £ sy 19 v o
R?’L

und mit Dualitat
| Kf [|oo@n)< CrpA |l f lzo@ny -

/1]

Die Bedingung (3.1) aus Lemma 3.1 kann mit folgendem Lemma verifiziert werden.
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Lemma 3.2 Es sei K € L} (R"—{0}),0 < A < oo , mit

loc

[ |z| |[K(z)| dx < AR VR >0, (3.10)
Br(0)
[ 1K@ —y) - K@) de < A, (3.11)
|z|>2]y]
KdLr <A VO0<p<R<o0. (3.12)

Br(0)—B,(0)
Fir f e LYR") U L*R") gilt
| K || oo ey < CA. (3.13)

Weiter erfiillen fir K € L} (R™ —{0}) die abgeschnittenen Kerne K. := KXrn_B.(0)

loc

|K:(z —y) — K.(x)] dz < CA. (3.14)
|z[>2]y]
Bemerkung:
(3.10) ist z.B. erfillt, wenn
|K(x)| < Alz|™", (3.15)
wobei A durch C,A ersetzt werden muf.
O
Beweis:
Wir sehen fiir eine Teilfolge R; — oo und fiir £" — fast alle y € R"
Ry =tm [ Kl exp(-2mite.y) do =
j—o0
B (0)
= / K (z)exp(—2mi(z,y)) de + lim / K (z)exp(—2mi(z,y)) do =
j—oo
|z|<2/ly] 2/lyl<lz|<R;
=11 + I5. (316)

Ist K € LY(R") , so folgt |K(0)] < A mit (3.12). Fiir L" — fast alley # 0 folgt
zusammen mit (3.10), (3.12),

1| < ( /f K (@) (exp(—2ri(z, ) — 1) dx(+-A_g

|z|<2/yl

<yl /=MMKWHM+A§CA (3.17)
<2/l

Fiir = = y/(2lyl?), |2 = 1/(2ly]) , gilt exp(2rily, ) = —1 und

/ K(z)exp(—2mi(x,y)) de = — / K(z—z)exp(—2mi(z,y)) dy. (3.18)
2/lyl<|z|<R 2/lyl<|e—z|<R
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Nun gilt fiir die Mengen

2/lyl < |e — 2| < B + (12/ly] < || < Bl = [2/ly] < o — 2| < R]) =

= 2/lyl < || < B]+ (12/ly] < |z — 2| < Bl = [2/ly| < || < R}) =
=:[2/]y| <|x—z| < R]+ B =
=:2/]y| < || < R]+C.
Mit (3.18) erhalten wir
2|I5] < lim sup / (K(w) — K(z— z)) exp(—2mi(z,y)) de—

R—o0
2/lyl<|z|<R

—/K(az — z) exp(—2mi(x,y)) dr + /K(m — z)exp(—2mi(x,y)) dz| =
C B

=: limsup |J; + J2 + J3]|.

R—o00

Da |z| =1/(2]y]) , gilt mit (3.11)

|J1| < / |K(z) — K(z — 2)| do = / |K(x —2) — K(x)| de < A.

|lz|>2/]y] |z[>4]z|
Wir sehen
B =1[2/lyl <le—=2 <R - [2/ly| <[z] < R]
CIR—|z[ <o -z <RIU2/Jyl < |z — 2| <2/ly| + |2]]
und

C=[2/lyl <lz| < Bl = [2/lyl < |z — 2| < R]
ClR<|r—z <R+ |2]U[2/|y] — [2] <[z — 2] < 2/]y]].
Da [z] = 1/(2]y|) , folgt

B+CCR-1/Qly]) <lr—2 <R+ 1/ U [3Jz] < |z — 2] < 5]z]]

Mit (3.10) sehen wir

o] + |Js] < / K(z - 2)| de <
B+C

(3.19)

(3.20)

< / | K (w)| dw + / |K(w)| dw < C, A fiir R > 2/|y| = 4]z|.

3R/4<|w|<5R/4 32| <Jw|<5]2|

Zusammen mit (3.19) und (3.20) erhalten wir |I3| < Cp,A , und mit (3.16) und (3.17)

K (y)] < CoA,

also (3.13).
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Zum Beweis von (3.14) bemerken wir

Ko(x —y) — Kao(x)] da < / K(x —y) — K(z)| dut

z[>2]y] lz[>2]y|

v [ K@l [ Ke-ylde-
lz|>2]y, |z —y|>e,|z|<e lz|>2]yl, |z —y|<e,|z|>e
=01+ 1y + Is.
Mit (3.11) gilt I) < A . Fir |z| > 2ly|,|z —y| > ¢ folgt |z| > 2¢/3 und mit (3.10)

I < / |K (z)| dz < (2¢/3)7! / |z] |K(x)| de < 3A/2.
Bz (0)—Bg, /3(0) B (0)—- By, /3(0)
Fiir |z| > 2|y|, |z| > ¢ folgt |xr —y| >e/2 und mit (3.10)
I3 < / |K ()] dz < 2A.

Bz (0)=BZ),(0)
Zusammen erfiillt K. (3.14).

/1]

Dieses Lemma legt folgende Definition nahe.

Definition 3.1 K € L} (R™ — {0}) heifit ein Calderon-Zygmund-Kern, falls fir ein
0<A<oo

[ |z| |[K(z)| dx < AR VR >0, (3.21)
Br(0)
[ K —y) - K@) de< A (3.22)
|z[>2]y]

Kdf' <A V0<p<R<x,
BRr(0)—B,(0) (3.23)

lim f K dL" existiert VR > 0.
€20 B (0)=B.(0)

Aus den Lemmata 3.1 und 3.2 erhalten wir folgenden Satz.

Satz 3.1 K sei ein Calderon-Zygmund-Kern. Setzen wir fir f € LY(R™) mit kompak-
tem Trager

(K. )(x) = / K(y)f(z—y) dy,

ly|>e
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so erweitert K. zum schwachen Typ (1,1) , genauer
LYK > 1) SCul || f @y t71 ¥V E>0, (3.24)
und zum starken Typ (p,p) firl <p < oo , genauer

I Kef llzr@m) < Coph || f llze@r) - (3.25)

Weiter existiert

(K ) =l (K..f)

in LL(R™) , insbesondere im Maf, fir f € L'(R"), stark in LP(R™) fiir f € LP(R"),1 <
p<oo,und K erfillt (3.24) und (3.25).

Beweis:
Mit Lemma 3.2 (3.14) folgt, dafl auch die abgeschnittenen Kerne K. g := KXpg(0)-B.(0) €
LY(R™) Calderon-Zygmund-Kerne mit A ersetzt durch C,A sind. Mit (3.13) folgen (3.24)
und (3.25) fiir K. r aus Lemma3.1. Da K. f = limp_, K. pf punktweise auf R" fiir f €
LY(R™) mit kompaktem Triger, folgen (3.24) und (3.25) fir K. mit dem Lemma von
Fatou fiir f € L*(R") mit kompaktem Triiger. Die Erweiterung von (3.25) auf LP(R™) ist
klar, da K. eine stetige, lineare Abbildung auf einer dichten Teilmenge des Banachraumes
LP(R™) ist.

Zur Erweiterung zum schwachen Typ (1,1) wihlen wir fiir f € L'(R") eine Folge
fm € L*(R™) mit kompakten Trigern und f,, — f in L'(R") , genauer mit

|| Jm — fm+1 ||L1(R”)< 4-m

Mit (3.24) gilt
LY|Kefm — Kefma1| > 1) < CpoAd™™t 1 V>0,

insbesondere
£n(‘Kefm - Kafm—l—l’ > 27m) < CnA27m
Setzen wir
o0
Al = U Hstm - Kz—:fm+1| > 2—m]’
m=l

so sehen wir

L7(A) < CpA27,

und
{(K¢fm)(x)}m konvergiert fiir x & A;.

Daher konvergiert K. f,, punktweise £"—fast iiberall in R™ gegen eine mefibare Funktion,
die wir mit K.f Dbezeichnen. (3.24) iibertrigt sich von K.f,, auf K.f mit der
punktweisen Konvergenz.

Zur Konvergenz von K. betrachten wir zuerst ¢ € C& (R™) . Es gilt

(Keg) () = / K(y)g(z —y) dy =

ly|>e
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- [ Kwse-va+ [ Koo --g@) o) [ Kacn
ly|21 e<ly|<1 e<ly|<1

Da g € LP(R™) , ist mit dem eben Bewiesenen das erste Integral Kjg € LP(R"),1 < p <
oo . Das zweite Integral konvergiert gleichméBig, da |g(x —y) —g(z)| < Cyly| und (3.21).
Der dritte Term konvergiert gleichméfig mit (3.23). Damit erhalten wir

Kg:= lin(l) K.g gleichmiBig in R™, Vg € C3(R™). (3.26)
E—r

Da ¢ kompakten Triger hat, sind die Tréger des zweiten und dritten Terms fiir 0 < e <1
in einer kompakten Menge enthalten, und K.g — Kg konvergiert stark in LP(R™) fiir 1 <
p < oo . (3.24) und (3.25) iibertragen sich von K.g auf Kg fiir g € C}(R").

Da C}(R™) dicht in LP(R™) ist, folgt mit (3.25) fir f € LP(R"),1 < p < oo, die
starke Konvergenz von K.f in LP(R™) , und (3.25) iibertragen sich von K_.f auf den
Limes Kf fir fe LP(R").

Wie oben erweitert K zum schwachen Typ (1,1) , und wir erhalten fiir g € C}(R")

LMK f —Kf|>1) <

< LY|K(f —9)l > t/3) + LM(|Keg — Kg| > t/3) + L'(|Kg — K f| > t/3),

also
|Kef — K flpy@ny <

<3IK(f = 9y mey + 3|1Keg — Kg)|py mny + 3K (f — 9)lry mny <
<G A f=glliwny + | Keg — Kg lpi@ny -

Wie wir oben gesehen, sind die Triger von K.g — Kg gleichméfig in einer kompakten
Menge enthalten, und mit (3.26) ergibt sich K.g— Kg — 0 stark in L'(R™) . Daraus folgt

limsup |[Kef — Kf|p1 mny < ColA || f =g |l @n

e—0

fiir alle g € C}(R™) . Da C}(R™) dicht in L'(R") ist, folgt K.f — Kf in LL(R")
und im Ma#B.

/1]

Bislang haben wir nur Konvergenz von K.f — Kf in LP(R™) betrachtet. Im folgenden
Satz wenden wir uns der punktweisen Konvergenz zu. Dazu betrachen wir die Maximal-
funktion.

Satz 3.2 Es sei K ein Calderon-Zygmund-Kern, der zusdtzlich eine Dini-Bedingung
erfillt, genauer

K (x —y) = K(x)| < wlyl/|]) [« fir2]y| < || (3.27)

mit w monoton nicht-fallend und

r

1
W(T) r .
0/ dr <A



Fir fe LP(R"),1<p< oo, definieren wir den Mazimaloperator

(KVMP@) = sw [(Keps Nl = sw | [ K@)y ]
0<e<R<oo 0<e<R<oo c<IWI<R

Dann ist KM wvom schwachen Typ (1,1) wund vom starken Typ (p,p) firl <p< oo,
genauer

(KM f) < CppyAMf +3M(KfI)Y" Y0 < p <1, f € LP(RY), (3.28)
LPIKMf[ > t) <Cul || f llprey £, (3.29)
I KM f | o@n)< Coph || f llpewny  fiir 1 < p < oc. (3.30)

Weiter konvergiert
K.f—>Kf

punktweise L"—fast iberall fir f € LP(R™),1 <p < oo .

Bemerkung:
Mit der Dini-Bedingung ist K stetig in R — {0} , und somit existiert fiir f € L} (R")

loc
(Ker* f)(z) = / Ky fx—y)dy firzeR"0<e<R<o0
e<|y|<R

und ist stetig in x,e, R . Dies ergibt

(KM f)(x) = sup |(Ke,r * f)()],
0<e<R<0,e,REQ

und KM f ist borelmeBbar.
Genauer folgt mit der Dini-Bedingung

0SCB, (0)—Bp/p(0) K < Cnw(1/2)R™" < CLART™.

da w(1/2) <2 f11/2 w(r)/r dr <2A mit der Monotonie von w . Dies ergibt mit (3.21)

inf  |K|< ][ K| dL™ < C,R! / 2| | K (z)] dC" < CLAR™,

Bgr(0)—Bg/2(0)
Br(0)—Bpr/2(0) Br(0)

also

|K(z)] < CpAlz|™™  fiir z # 0. (3.31)

Damit ist K. € LY(R") fir 1 < g < oo, und fiir f € Uj<pcoolP(R") existiert K. f =
K.+ f auf ganz R™ und ist stetig.

37



Beweis von Satz 3.2:
Fir fe LP(R"),1 <p<oo, gilt

Kcpxf=K.xf—Kpxf=K.f—Kgf. (3.32)
Wir betrachten & > 0,z € R",z € B,/4(7),e; — 0 und sehen

(kD) = [ (K@) = K= )f) dp+ (339

|z—y|>e

H( ] we-wrwa- [ KE-niw a)+

lz—y[>e lz2—y|>¢;

+ / K(Z—y)f(y) dy =: Il+[2+[3.

Mit Satz 3.1 konnen wir ¢; — 0 so wihlen, daf3
K, (f, fxB.x) = K(f, [XB.(z)y) punktweise L™ — fast iiberall auf R".

Dies ergibt
lim I3 = (Kf)(z) fiir L" —fast alle z € B, 4(z).

Jj—00
Fiir e; <e/4,gilt B (2) C Be(z) und
b=- [ KG-pfw)d-
Be (:v)fBEj (2)
= —(ngfXBE(l,))(z) — —(KfXBg(m))(Z) fiir £ — fast alle z € BE/4(1‘).
Damit ergibt sich aus (3.33)
(Kef)(x)=1 — (foge(x))(z) + (Kf)(z) fir £ — fast alle z € BE/4(x). (3.34)

Da 2|(z—y)— (2 —y)| <e/2 < |x —y|/2 im Integrand von I , sehen wir mit (3.27), da
w monoton nicht-fallend ist,

1] < / w2z = z[/|z —yl) [z —y[T"[f(y)| dy <

|z—y|>e

< / wie/ (2l —y)) = -yl 7" )] dy,
le—y|>e

also fiir

S
—~
<
~—
I

w(1/2ly))) lyl™", wenn |y| =1,
w(1/2), wenn |y| <1,

11| < (e * [ f]) ().
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Nun ist ¢ radialsymmetrisch in y und monoton nicht-wachsend in |y|, da w monoton
nicht-fallend ist. Weiter gilt

o0

/]cp] ac" < O (w(1/2) —i—/w(l/r)rl ar) = Cu (0(1/2) +/“(T) dr) < CA, (3.35)
Rn 0

r
1

da w(1/2) <2 [}, w(r)/r dr <2\ . Mit (3.34) erhalten wir

(B f)(@)] < (e * [FD (@) + [(KfXB.@) ()] + (K f)(2)] fiir L — fast alle 2 € Be4(x).

Mit (a+b)Y/# < Cual/m+(3/2)bY/* fiir a,b> 0,0 < p < 1 und Integration iiber B j4()
erhalten wir

(K. f)(@)] <
1/n 1/n
gcuwwf\)(x)wu(f K (f X0 " dzn) +<3/2>(]1 K dc") <

BE/4(‘T) BE/4(:B)

1/p
SCu(¢e*|f|)($)+Cu<][ K (fXB.(x)" dﬁ") + (3/2)M(|K f|*) ()" (3.36)
B, 4(z)

Da K vom schwachen Typ (1,1) mit Satz 3.1 ist, sehen wir fiir den zweiten Term mit
der Ungleichung von Kolmogorov (2.14), dass

F Bl AL < Gt = 1) e K (X, o)y o <
BE/4(‘T)

M= e -n ®

< Cn,,uA € || fXBg(a:) ||L1(Rn)§ <Cn,,uA(6 XB(0) * |f|)(£ﬂ)) :

Setzen wir 1 := ¢ + Cp ,AX B, (0), Ve(y) = "(y/e) , so ergibt sich mit (3.36)

(K- f)(@)] < (e * [ f) (@) + (3/2) M (IK f1") () /. (3.37)

Da ¢ und ¢ radialsymmetrisch und monoton nicht-fallend sind und [ ¢ d£™ < Cj, ,A
mit (3.35), erhalten wir mit Lemma 2.3

e * |f| < Cn,uAMf,

und mit (3.32)

sup (Ko, rf)| < CryAMf + 3(M(K f)»)1/H,
0<e<R<o0

also (3.28).
Zum Beweis von (3.29) sehen wir fiir f € L'(R™) mit (2.17), der Ungleichung von
Kolmogorov (2.14) und Satz 3.1, dass

LMK f#) > 1) < Cpt ™ / K FP L <

(K f)r>tr /2]
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< Cp(1—p) “\Kf\ any L (K )P > t/2) 1 <
< C"vM’Kf’Lb(R")t_l SCul || f eyt

und (3.29) folgt mit (3.28) und Satz 2.5. (3.30) folgt fiir f € LP(R"),1 < p < oo, sofort
mit (3.28) aus den Sétzen 2.5 und 3.1.

Zum Beweis der punktweisen L"—fast iiberall Konvergenz setzen wir fiir f €
LP(R™),1 < p < oo, setzen wir

(N f)(z) = limsup |(K.f)(z) — (Kf)(z)],

e—0

und beachten mit der Bemerkung vor diesem Beweis, dafl K.f wohldefiniert und stetig
ist. Klarerweise gilt |K.f—K., f| = [K.f—Kf|,also Nf < 2KM f fast iiberall beziiglich
L" . Fir g€ C}(R") sehen wir mit (3.26), dass

Ng=0 Vge CHR".
Damit erhalten wir
Nf<N(f—g)+Ng<2KM(f —g) VgeCiR")
und mit dem oben Bewiesenen
LUNF] > 1) < Ca? | £ = g [ zmy 7

also Nf = 0 fast iiberall beziiglich £" | und wir erhalten die punktweise fast-iiberall
Konvergenz K.f — Kf .

/1]

Schliesslich kénnen wir fiir f € L'(R™) mit Kf € L*(R") , die Konvergenz K.f — K f
optimieren.

Proposition 3.3 Fir jeden ein Calderon-Zygmund-Kern K , der eine Dini-Bedingung
wie in (3.27) erfillt, gilt fir f € LY(R™) mit Kf € L'(R") , dass

K.f € LY(R") Ve >0, (3.38)
K.f - Kf stark in LY(R") fiir e — 0 (3.39)
und - o
Kf= lim K.gr-f 1im Map. (3.40)
e—0,R—o00
Beweis:

Im vorigen Beweis haben wir in (3.37) die Abschitzung
Ko fI < (e [ F1) + MK S

mit ¥ € LYR")und 0 < p < 1 hergeleitet. Da nun Kf € L'(R") , sehen wir
M(|K f|")'/* € LY(R®) mit Satz 2.5. Da andererseits klarerweise . * |f| € L'(R")
mit Proposition 1.2, erhalten wir K.f € LY(R") , also (3.38).
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Aus Satz 3.1 haben wir K.f — Kf im Ma$, und, da die Faltung . * |f] —
|f] [ % in LY(R™) , folgt mit dem Satz von Lebesgue K.f — K f in LY(R") , also (3.39).
Mit Proposition 1.3 und (3.32) sehen wir

K.p - f=K.p+xf=K.f—Kgrxf. (3.41)

Aus (3.39) folgt wieder mit Proposition 1.3, dafl I/(:f — f(? gleichméflig auf R™ . Anderer-
seits gilt klarerweise K = Xgn_pp(0)K — 0 auf R" und |Kg| < |K;| € LYR") fir R >
1,1 < ¢ < 0o mit (3.31), also mit dem Satz von Lebesgue Kz — 0 in L?(R™) und mit
Proposition 1.2 und dem Satz von Plancherel, Satz 1.5,

Krp+f—0 in L2(R"),
insbesondere im Maf. Dann folgt (3.40) aus (3.41).

/1]
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4 Singulire Integrale mit homogenen Kernen

Singuldre Integrale treten z.B. in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen als
Losungsdarstellungen auf. Diese Integraldarstellungen von Lésungen sind neben der Trans-
lationsinvarianz auch invariant gegeniiber Homothetien. Das Integral

(Kf)(z)=lim [ K(y)f(z-y)dy

ly|>e

ist genau dann invariant gegeniiber Homothetien, d.h. Kh) = h)K , wenn der Kern K
homogen vom Grad —n ist. In diesem Fall schreiben wir

Q(z)

[

K(x) = xr € R" — {0} (4.1)

wobei ©:R"™— {0} - C homogen vom Grad 0 ist.
Falls Q € L!(areay Br(0)) » gilt (3.23) genau dann, wenn 2 die Ausléschungsbedingung

Q dareappy ) =0 (4.2)
9B7(0)

erfiillt.
Mit Proposition 1.11 sind die stetigen, translations- und homothetie-invarianten En-
dormorphismen T auf L?(R") durch Multiplikation der Fourier-Transformierten

Tf=mf VfeL2R")

mit einer beschrinkten, mefbaren Funktion m homogen vom Grad 0 gegeben. Im
folgenden rechnen wir diesen Faktor m fiir K unter geeigneten Bedingungen an ) aus.

Lemma 4.1 Es sei K € L} (R" —{0}) wie in (4.1), (4.2). Fir Q= Q4+ Q, zerlegt

loc
in geraden und ungeraden Anteil gelte fir ein 0 < A < oo

/ | (w)] dareaaB?(O)(w) <A,

9B7(0)
/ 12y()] log —— d @) < A (4.3)
Sup w og —— area n W) =~ . .
vedB}(0) I |<V’ w>| o1 0)
9B} (0)

Dann gilt fir K. g := XBE(O)_B?(O) KeL'(R"), 0<e<R<oo,z#0,

| Ke,r |z @< CnA, (4.4)
= 1. I?\ =
m(x) sao}glaoo a’R(x)
T LT
— / Qg (w) logﬁ dareaag?(o)(w) -5 / Qy(w)sgn(z,w) dareaag?(o)(w).
oB7(0) 7 dB7(0)
(4.5)
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Insbesondere sind K. g
L2(R™) mit durch CpA beschrinkter Norm.

und K = lime 0 R 00 Ker

stetige Endomorphismen auf

K st translations- und homothetieinvariant, und seine Aktion auf der Fourier-

Transformierten ist gegeben durch

f(\f =mf firfe L*(R™).

Beweis:

Mit dem Satz von Plancherel, geniigt es (4.4) und (4.5) zu zeigen. Wir rechnen mit (4.2)

B (0)—B2(0)

€

//R Jexp(=2rila, )
Qw (T, rw

OBI(0) ¢

[ Kew(-2nite)) dy -

dr dareagpr ) (w) =

R
/exp —2mir(z,w)) — cos(2mr|x|)
r

0BT (0

9B1(0)
Fiir den Imagindranteil gilt

R

Im(I; p(z,w)) = _/

€

sin 277 (x, w)
r

Qw)Ie g(z,w) dareaspr (o) (w).

Insbesondere ist der Imaginérteil ungerade in z und w und

lim
e—0, R—oo

Dafir 0<a<b< oo
b

/ sinr 1 —cosrib
el = =
T T a

a
0o
< sup | ————
0
folgt

[Im(I; g(z,w))| < C.

Fiir den Realteil gilt, wenn (z,w) # 0 ,

Im(I; r(z,w)) = —%sgn(x,w>.

] 1—C05b / 1—COS’I“
beR

cos(2mr|{x,w)|)

dr dareagpr (o) (w) = (4.6)
2m|(z,w)| R )
dr = —sgn(z,w) / ST g
r
2m|[(z,w)|e
(4.7)
/ 1
/ — (;osr dr‘ <
,
dr < oo,
(4.8)
— cos 27r|z|

Re(I. n(e.)) = [

€
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2n[(z,w)|R  27|z|R 2m|xz|e 2m|z|R

(T Ty - T e

2n|(z,w)le  2m|zle 2r[{z,w)le  2m|(z,w)|R

Der Realteil ist gerade in z,w , und wir sehen

|z
[Re(IL (w,w))] < 2log . (4.9)
: (2, w)]
Weiter gilt
2m|xz|e
1—
‘Il—log i ‘g / ‘ﬂ dr =0 fiir e — 0.
(2, w)] r
2m|(z,w)|e
und
2m|z|R
in 1 27zl R ;
I, = {smr} ’ + / sn12r dr — 0 fir R — oc.
T 127|{(z,w)|R r
2m|{z,w)| R
Damit erhalten wir ]
T
li Re(1, =1 . 4.10
iR el w)) = log = o (4.10)

Mit der Zerlegung Q = Q4+ 2, in geraden und ungeraden Anteil erhalten wir mit (4.6)

Konle) = / Oy (w) Re(Ie p(z,w)) dareapgy o)(w)+
9B7(0)

+1 / Qu(w)Im(I; g(z,w)) dareaaB{L(O)(w)
9B7(0)

und mit (4.3), (4.8), (4.9) folgt (4.4).
Mit (4.3), (4.7) - (4.10) und dem Satz von Lebesgue folgt fiir = # 0

~

li K =
o Ho R ()
T i
= / Qy(w) log KﬂU’,LH dareaaB?(O) (w) — 5 Qy(w)sgn(x,w) dareaaBil(O) (w),
dB7(0) dB7(0)

also (4.5).
/1]

Damit kommen wir zu unserem Hauptsatz iiber singulére Integrale mit homogenen Kernen.

Satz 4.1 Es sei K homogen vom Grad —n

K(x) = g‘i(’? fir x € R" — {0}
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mit Q:R™ — {0} - C homogen vom Grad 0 . Es gelte fir ein 0 <A < oo ,

Q] <A, (4.11)
[ QdH" =0, (4.12)
9B1(0)
und die Dini-Bedingung
W@ = s |2 - )|

‘M_V‘<67IH’I7IV‘:1

1
/ “Ef) dr < A. (4.13)
0

Setzen wir fir f € LY(R™) mit kompaktem Trager

(K. )(x) = / K(y)f(z—y) dy,

ly|>e

Kf:=lim. o0 K.f im Mass, so erweitern K,K. zum schwachen Typ (1,1) und zum
starken Typ (p,p) fir 1l <p < oo, genauer gilt fiir den Maximaloperator

(EYP@) = sw (K D@ = sw | [ K@) i,

0<e<R<o0 0<e<R<o0
e<|y|<R
dajs
CEMf) > 1) < Cub | Iy £ ¥t >0, (4.14)
KM fllo@ny < Cuph | f llLo@ny - (4.15)

Die Aktion auf der Fourier-Transformierten ist gegeben durch

_ . fiir f € L?(R™),
Kf=mf (4.16)
fiir f € LY(R™) mit K f € LY(R"),

ml) = [ 0= Foonlne) +log ) aH ) firy 20

Weiter gilt
Kf=lmK.f (4.17)
e—0

punktweise  L"—fast dberall auf R™ fir f € LP(R™),1 < p < oo wund stark in
LP(R™) fir f € LP(R™),1 < p < oo .

(4.14), (4.15) und (4.17) folgen sofort aus dem Satz 3.2 und dem folgenden Lemma.
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Lemma 4.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 ist K ein Calderon-Zygmund-Kern
mit Dini-Bedingung, genauver erfillt K (3.21) - (3.23) aus Definition 3.1 und (3.27) mit
A ersetzt durch C,A .

Beweis:
(3.21) folgt aus (4.11) mit (3.15). (3.23) folgt sofort aus der Ausloschungsbedingung (4.12).
Zum Beweis von (3.27) schreiben wir

Kz —y) - K(z) = 2o =y) = Uz) +Q(az)< ! _L>.

|z —y|n |z —y|™ |z

Fir den ersten Term sehen wir mit

|yl 2|y

~ min(|jz -y, [z]) T [z

T —y x

[z —yl |z

fiir |z| > 2|y| und der Dini-Bedingung

2z —y) — Q)| < w(2lyl/]x]),

s Qe —y) - )
z—y)—Qx _
< Crw(2lyl/|z) |z ™.
e (2lyl/lz]) 2]
Fir |z| > 2|y| gilt weiter
Q)| — L1 < oAyl 2™
)| ——— yl|/|z])|x
FERET

Setzen wir

&(r) = Cp(w(r) + Ar),

so erhalten wir
|K(z —y) — K(x)] <&Q2lyl/[z])]=|".

Klarerweise ist @ monoton nicht-fallend, und es gilt (4.13)

1
0
Dies ergibt (3.27) mit A ersetzt durch C,A . Schliefllich folgt (3.22) allgemein aus (3.27),
denn

Ez

CrA.

/ K(z —y) - K(z)| do < / @Iyl 2] do <

|lz|>2]y] ly|>2|z]

(fQQMﬁ‘ = j
2|y

\Ez

m
.>

/1]
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Abschlufy des Beweises von Satz 4.1:
Es verbleibt (4.16) zu zeigen. Zuerst folgt (4.3) aus (4.11). Fiir f € L?*(R™) gilt mit
Lemma 4.1 und dem Satz von Lebesgue
lim K. Rf mf stark in L2(R™).
e—0,R—00
Andererseits konvergieren K.f — Kf, Kpf = Kg* f — 0 in L?(R") mit (4.17) und, da
Kgr — 0 gleichmiiBig mit (3.31). Dann folgt (4.16) fiir f € L?*(R™) mit (3.32) und dem
Satz von Plancherel.
Fir f e LY(R") mit Kf € L'(R™) haben wir mit Proposition 3.3 (3.40) und (4.5)

Kf= lim @ . f =m f im Mafl bzw. punktweise fast iiberall,

e—0,R—o00

insbesondere f(\f m f fast tiberall auf R™ . Mit der Dini-Bedingung ist ) stetig, insbe-
sondere {2 € L>*(0B1(0)) , und mit dem Satz von Lebesgue ist auch m stetig auf R™—{0}.

Da f,Kf mit Proposition 1.3 Stetlg auf R™ sind, folgt Kf mf auf R" — {0} .
Ist f( ) # 0, so lidsst sich m =K f / f stetig in 0 fortsetzen und, da m homogen

vom Grad 0 ist, ist m konstant. Dann ubertragt sich Kf = mf von R"™ — {0}
mit der Stetigkeit auf ganz R"™ . Ist f (0) = 0, so folgt mit der Stetigkeit, also auch der

Beschrinktheit von m , dafl auch I/(?(O) = 0 . Damit gilt wieder ﬂ = mf auch in 0 ,
und (4.16) ist bewiesen.

/1]

Bemerkung: R
Existiert umgekehrt in (4.16) fiir ein f € L'(R") ein g € L*(R™) mit § = mf , so sehen
wir fiir o € LY(R™) N L®(R™) mit [ ¢ dL" = 1,p.(z) := e "p(z/e) , daB

Pexg =g =mpef =m- e x [ = F(K(pex ),

mit (4.16), da ¢, * f € L?>(R™) mit Proposition 1.2. Dies ergibt . *x g = K (. * f) und
fir € - 0 mit Satz (3.1) oder Satz (4.1)

g—wexg=K(p.*f) = Kf in L*(R") bzw. im Ma8,
also ist Kf =g¢€ LY(R") .
O

Fir n =1 ist ein Kern homogen vom Grad —1 , der die Ausloschungsbedingung (4.2)
erfiillt, bis auf einen konstanten Faktor gegeben durch

Hr)=— ceR-{0}

Mit (3.5) erfiillt K (3.2) bzw. (3.22) und damit alle Voraussetzungen von Satz 3.1. Der
zugehorige Integraloperator

Hf(x )—hme —hm— / fx— (4.18)

e—0 T
ly|>e

hei3t Hilbert-Transformation. Mit Satz 4.1 und Standardresultaten zur Fourier-
Transformation erhalten wir sofort folgenden Satz.
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Satz 4.2 (Hilbert-Transformation) Die Hilbert-Transformation H wund H. sind
vom schwachen Typ (1,1) wund vom starken Typ (p,p) fir 1 <p < oo, genauer

LYHfI> ) <O f et (4.19)

| Heyf lory< Cp | f lpw)  fiir 1 <p < o0. (4.20)

Die Aktion der Hilbert-Transformation auf der Fourier- Transformation ist

Hf=mf firfe L*(R)

(4.21)
m(y) = —i sgn(y).

Insbesondere

H? = —id (4.22)
und

H  kommutiert mit Translationen, (4.23)
H  kommutiert mit Homothetien, (4.24)
H anti-kommutiert mit Reflexion. (4.25)

Umgekehrt charakterisieren (4.23) - (4.25) die stetigen Endomorphismen auf L*(R) als
die Hilbert-Transformation bis auf einen konstanten Faktor.

Beweis:
(4.19) und (4.20) folgen sofort aus Satz 4.1. Weiter gilt H. = xg_)_.(H € L*(R) ,

H.f=H.f VfeI*R)

und m = lin%]f/l\e . Wir setzen HI':= HX)_R,R[-]ec] € L'(R) und rechnen
e— ’ ’

1 .
HE(y) = / — exp(—2mi yr) do =

e<|z|<R
R ) 0; 2rly|lR
7 sin x
= —21’/— sin (2ryx) dz = —— sgn(y) / dz.
T T T
5 2mlyle
Beachten wir
o0 R
sin x sin x T
€T R—o0 x 2
0 0

so erhalten wir fiir y # 0

21 Oosinac .
m(y) = —;Sgn(y)/ —— dr = sgn(y),
0

also (4.21).
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Aus (4.21) folgt (4.22) - (4.25) mit Proposition 1.4 z.B. fiir f € L*(R)

— ~

H(f) =mf* =m(f)" = —-m*(f)" = —(mf)* = ~(Hf)* = —(Hf),
also
H(f*) = —(Hf)*

und damit (4.25).
Nun sei T ein stetiger Endomorphismus, der (4.23) - (4.25) erfiillt. Mit Proposition
1.11 ist die Aktion von T auf der Fourier-Transformierten gegeben durch

f\f =mpf firfe L*(R)

fiir ein mg € L*°(R) homogen vom Grad 0. Mit Proposition 1.4 folgt aus (4.25) fiir T

mip(f)* = (mrf)* = <f\f>* = (Tf) = -T(f*) = —mrf* = —mr(f)",
also mj = —mr und
mr(y) = —io sgn(y) y € R—{0}
fiir ein ¢ € C . Dies ergibt
T=0H,

also die Behauptung.

/1]

Nun wenden wir uns der M. Riesz-Transformation als hoher dimensionalen Verallgemei-
nerung der Hilbert-Transformation zu. Dazu definieren wir die singuléren, homogenen

Integral-Kerne
1 xj

Rj(x) = x € R" — {0}. (4.26)

Twp—1 |x|?Hl

Satz 4.3 (Riesz-Transformation) Die Riesz- Transformation

1 Yj
. =1 3
(R]f)(.%') 51—% TWn—1 |y|n+1
ly|>e

flz—y) dy

ist vom schwachen Typ (1,1) wund vom starken Typ (p,p) fir 1 <p<oo .
Die Aktion von R; auf der Fourier-Transformation ist gegeben durch den Multiplikator

mp, (y) = —i-L, (4.27)
[l
Insbesondere gilt
R} = —id (4.28)
j=1
und .
DN Rif Ie@ny=Il f I2@ny  fiir f € L*(R"). (4.29)

Jj=1
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Beweis:

Die R; sind ungerade und glatt auf 0B7(0) . Mit Satz 4.1 ist die Riesz-Transformation
vom starken Typ (p,p) fir 1 < p < oo und vom schwachen Typ (1,1) . Mit Lemma
4.1 (4.5) rechnen wir den Multiplikator von R; aus. Da R; ungerade ist, gilt

.
mi )= =31 [ Bw)sgnly.v) dareasy o) =
9By (0)

Wir setzen fiir x,y € R™

i

m(x,y) = — / (x,v) sgn{y,v) dareaag?(o)(y).

9B (0)

2wn—1

Fir x Ly #0 sehen wir fiir die Spiegelung 7 := v — 2(v,y)y/|y|? von v an y , daB

(z,7) sgnly,v) = —(z,v) sgn(y,v),

also
m(z,y) =0 firz Ly.

Weiter gilt

i iy
) = 5o [ o)l dareapm @) = —5 2= [ ] dareanpy o 0).
" oBo "B
Wir rechnen
/ [v1| dareagpr (o) (v / / -1/2 dareagpn-r ) dt =
V12
0B} (0) 0 om 1
1— t2

1

(n—3)/2 2 2\ (n—1)/2]"
=2 [ t(1 (n—1Dwp—1 dt:(n—l)wn_l[—n_l(l—t ) ]0:2wn_1,
0

also
m(y,y) = —ily| firy € R™

Da m in der ersten Variablen linear ist, erhalten wir fiir y # 0 mit der Zerlegung
v =(z,y)y/lyl® + a2t Ly

i)
lyl

m(z,y) = (z,y/ly>)m(y,y) + m(z",y) =

Dies ergibt
.Yy
ij (y) = m(ej7y) = _Zﬁ7
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also (4.27).
Damit sehen wir . . 9
2 (_Z) yj _ 1
Zij(y) _Z wE

j=1 j=1

und (4.28) folgt aus dem Satz von Plancherel. Weiter erhalten wir mit (4.27) und dem
Satz von Plancherel

~ n n CYi oA 2
11 = [ 177 ae" =3 [ |- i fw)] ay=

=3 [IBTR AL =37 | Bif e
j=1

jlen
also (4.29).

/1]

Als Anwendung auf partielle Differentialgleichungen erhalten wir Calderon-Zygmund- bzw.
LP—Abschétzungen fiir den Laplace-Operator.

Korollar 4.4 Fiir u € C3(R") gilt
I D*u || o)< Cop | At || Loy -

Beweis:
Mit Proposition 1.5 sehen wir

—

Ojpu = —472 D; Dy = —4m€;8

und genauso

Au = —4n?[¢)? q.
Dies ergibt

und mit (4.27)
iju = —RijAu.

Aus Satz 4.3 folgt
| Ojxu HLP(RH)SH Rj e || Ry ||e || Au HLP(R“)§ Cnp || Au HLP(R")’

und die Behauptung folgt.

/1]
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5 Poisson-Integrale

In diesem Paragraphen wollen wir harmonische Funktionen auf dem Halbraum ]RTLI mit
vorgegebenen Randwerten, d.h.

_ 0 i RO
Au=0 in R},

u=f auf R" x {0},

fiir geeignetes f erhalten. Fiir f € L?(R™) setzen wir
u(z,t) := /f(y) exp(2mi(y, x)) exp(—27|ylt) dy =z € R", t>0 (5.1)
R”
Da f e L?(R™) und exp(—2x|y|t) fiir ¢ >0 stark abfillt, ist u wohldefiniert. Dariiber-

hinaus kénnen wir unter dem Integral differenzieren, und, da

2
<<%> + A;,;) exp(2mi(y, ) exp(—2n|ylt) =0 fiir z,y € R",t > 0,

sehen wir u € O (R ) und

Agiu=0 in R’fr‘H.
Mit dem Satz von Plancherel folgt weiter

u(.,t) — f in L*(R™) fiir t — 0.

Mit Proposition 1.4 sehen wir f ez = T_of . Definieren wir den Poisson-Kern

Py(x) := /exp(2m’(x,y>)exp(—27r|y|t) dy, (5.2)
Bn

so sehen wir mit Proposition 1.7 und Approximation, da exp(—2x|.|t) € L}(R")NL*(R"),
also auch P, = F(exp(—2n|.|t)) € L?(R™) , dass

u(z,t) = /(fem)(y) exp(—2m|y|t) dy = /(Tmf)(y)Pt(_y) dy = /Pt(y)f(w —y) dy,
R” R” R”
(5.3)
und wir erhalten « als Faltung von f mit dem Poisson-Kern. Eine explizite Darstellung
des Poisson-Kerns gibt folgende Propositon.

Proposition 5.1 FEs gilt

reR"t>0 (5.4)

mit wop=1.
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Beweis:
Mit dem Cauchy-Integralsatz folgt fiir v > 0, dass

[e.9] o0 [e. 9]

1 iyx 1 )
el =— / % de = — /es / €T 4z ds.
T x T

—00 0 —00

Mit ®(x) = exp(—nz?) aus Proposition 1.8 rechnen wir fiir das innere Integral

o0

/ ei'yxe—st dx = \/E / eXp(i’y?Tl/ZS_l/Qx)q)(x) dz =
S

—00

= T s o) = | [T el (49)),

o
1 e ® (
=— | —exp
T s
VT J

Nun setzen wir dies in (5.2) ein und erhalten wieder mit Proposition 1.8, dass

und damit

e 7

—2/(45)) ds.

P == [ 0/ = exp(=ry /) dsexp(2ile. ) dy =

Rn

1 7‘3_8 2. —1y-n/2 2. /42
=— | —=(nt*s™") exp(—|z|°s/t*) ds =
T s
VTS Vs
7 2
_—j2n [ ez (o 12 _
s t /s exp< (1+ 2 >s) ds
0

oo

3 —(n+1)/2 n—1)/2 _—s _
:WW( >//S< )/20-5 qg —

_D((n+1)/2) 1 1 '

a2 |z, )" ww,_ |(x, )P

/1]

Folgende Eigenschaften kénnen wir nun leicht verifizieren. Es gilt
P(z) >0 (5.5)

und
P e AR NCYRY) V1<qg<oo, t>0. (5.6)
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Aus (5.1) folgt, dal P harmonisch in R:‘_‘H . Dies kénnen wir auch an der Darstellung (5.4)
ablesen. Dazu betrachten wir die Fundamentallssung des Laplace-Operators auf R?t! |
siehe [GT] Paragraph 2.4,

T(z,t) = { (DA =n)wnps - (5.7)

I ist harmonisch in R"*! — {0} , und wir rechnen

1 (z,t)
(n+ Dwnir (2, 8)[**
und, da 7w,—1 = (n+ 1)wy41/2 , folgt aus (5.4)

P,(x) = 20,I'(z,1), (5.8)

VI(z,t) =

insbesondere ist P harmonisch.
Aus (5.2) folgt mit dem Fourier-Inversionssatz, Satz 1.1,

Py(y) = exp(—27ylt), (5.9)
insbesondere

/Pt(x) de =1. (5.10)
R

Weiter folgt aus (5.9)
Prps = Py % P (5.11)

P(.,.) ist homogen vom Grad —n , insbesondere
P.(z) =" "Pi(z/e). (5.12)

Schlielich ist P radialsymmetrisch in 2 und monoton nicht-wachsend in |z| , insbe-
sondere ist P; seine eigene monoton nicht-wachsende, radiale Maximalfunktion.
Zusammen mit den vorigen Bemerkungen und Lemma 2.3 erhalten wir folgenden Satz.

Satz 5.1 (Poisson-Integral) Das Poisson-Integral einer Funktion f € LP(R™),1 <p <
o0 )

u(, ) = / Py)f(@ —y) dy = (P * f)(x) = (Puf)(x)
J

ist harmonisch, in R’}fl und erfullt weiter

sup || ue || ro@e)<I| f Lo ®n), (5.13)
>0
sup |ug| < MFf, (5.14)
>0
hﬁ)l ug = f L" — fast tiberall, (5.15)
t
ug — f in LP(R™) fir 1 <p < oc. (5.16)

Ist [ stetig und beschrinkt, so
ug — f gleichmdfig auf kompakten Mengen. (5.17)
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Beweis:

Mit (5.6) ist uw wohldefiniert, und mit (5.8) kann w unter dem Integral differenziert
werden, und u ist harmonisch. (5.13) folgt aus (5.5), (5.10) und Proposition 1.2. (5.14)
und (5.17) folgen aus (5.5), (5.10), (5.12) und der Bemerkung vor diesem Satz und Lemma
2.3. (5.16) folgt aus (5.10), (5.12) und Standardresultaten fiir Faltungen.

/1]

Da P, € C(R") kann P; auch mit Mafen gefaltet werden.

Satz 5.2 Das Poisson-Integral eines endlichen Mafles € M(R™)

u(z,t) := /Pt(x —y) du(y) =

R?’L
— [ i exp2rily. o) exp(~2elylt) dy = (P < ) (o) (1)
Rn
ist harmonisch in RT‘l und erfillt weiter
sup || u |z ey <[ # I, (5.19)
>0
ug — p schwach® in CO(R™)*, (5.20)
d.h.
2%in(l) ut(x)p(x) de — /gp dp Vo € CO(R™).
5
Rn n
Beweis:

Die Identitét (5.18) folgt aus Proposition 1.7 und (5.9). w ist harmonisch mit (5.8). (5.19)
folgt aus (5.5), (5.10) und Proposition 1.2. Fiir ¢ € CP(R") gilt

/ () dx—//Pt:c— 2) d(y) dz =

R? R7

//Pt —xz)p(x) dz du(y /Ppkgpdg/—)/gpdp,

R” R
da P;x o — ¢ gleichméfiig auf R"™ .

/1]
Die Sétze 5.1 und 5.2 haben folgende Umkehrung.
Satz 5.3 u sei harmonisch in R’}fl und erfille fir ein 1 <p < oo
sup || ug || zprny< 00. (5.21)
>0

Dann ist u das Poisson-Integral einer Funktion f € LP(R™) , falls 1 <p<oo .

Fir p=1 st u das Poisson-Integral eines endlichen Mafles p € M(R™) . Kon-
vergiert u; in LY'(R™) fiir eine Teilfolge t — 0 , so ist u das Poisson-Integral einer
Punktion f € L*(R") .
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Zum Beweis zeigen wir zuerst einige Propositionen.

Proposition 5.2 Fir u harmonisch in ]R’ile mit
sup || w HLp(Rn)< 00
t>0

firemn 1<p<oo gilt

| wt || oo gy < Cr sup | s || poeny P WE> 0. (5.22)
s>

Beweis:
Da w harmonisch ist, gilt mit dem Mittelwertsatz

u(z,t) :][ w dLn

Bt (z,)
Daraus folgt
1/p 7 1/p
et < (f  fup ) scnt—w“)/p( [ [l acr ds> <
B (x,t) 0 R»

< ¢t~ D/p (tsup I us ||gp(w)> = Cpsup || us | ogany £,
s>0 s>0
also (5.22).

/1]

Proposition 5.3 Fir u harmonisch in ]Ri“ mit
sup || u || Lo (gny < 00
>0

firein 1<p<oo gilt
Uprs = P xus  fiirt,s > 0. (5.23)

Beweis:
Mit Proposition 5.2 ist u € CP(z11 > s) fiir s > 0, und mit Satz 5.1 (5.17) ist Prxus €

CO(R"1) . Damit ist
v(z,t) :=u(x, t +s) — (P xug)(x)

stetig, beschrinkt auf RTFI und
v(x,0) = 0.

Aus der folgenden Proposition folgt v =0 und wuis = P * ug , also (5.23).

/1]
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Proposition 5.4 Es sei v € CI?(RZ‘FH) harmonisch in Rffl und
v(z,0) =0 firxzeR"
Dann gilt v=20 .

Beweis:
Wir setzen
v(x,—t) == —v(x,t) firt>0.

Damit ist v € CP(R"™) C L} (R™™!) und fiir ¢ € CR™!) gilt

loc

/ vAp AL / vAp AL =

Rn+1 |Tni1|>e

= // (v(m,t)Agp(x,t) + v(x, —t)Ap(z, —t)) dt dx =

R” e

= //v(m,t) (Agp(m,t) — Agp(m,—t)) dt dz.

R e
Setzen wir ¥(z,t) == p(z,t) — p(x,—t) , so ist 1 € C(R" 1), 4(z,0) =0, und

/ vAp ALV /7v(m,t)A1,Z)(x,t) dt doz =

Rn+1 Rn €

= —/7Vu(m,t)vw(x,t) dt dox — /v(m,a)@tw(x,e) dx =

R™ € R™

= /(Btv(x,a)l/}(x,a) —v(z,e)0)(x,€)) da. (5.24)

R

Da v=0 auf R” x {0} und V¢ € L®°(R"™) konvergiert der zweite Term gegen 0 .
Mit den Cauchy-Abschétzungen fiir harmonische Funktionen, siche [GT] Theorem 2.10,
folgt

1
< —
By, )| < -

sup |vl.
B (x,e)

Da 1(z,0) =0, erhalten wir

00( () < sup o] || V[ e giy = O
B7(0)x]0,2¢] +

fiir grofles R, da 1 kompakten Trager hat.

Mit (5.24) folgt [vAg dL™ = 0, also ist v mit dem Lemma von Weyl, siehe
[GT] Problem 2.8, harmonisch. Da v auf R""! beschrinkt ist, folgt mit dem Satz von
Liouville, dal v konstant ist, [GT] Problem 2.14, also v =0, da v(z,0) =0 .
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Beweis von Satz 5.3:
Mit (5.21) konvergiert wus;, — f € LP(R™) schwach in LP(R") fir 1 < p < oo
schwach* in L*°(R"™) fiir p = oo , und wu,, — p € M(R") schwach* in M(R")
COR™* fiir p=1 fiir eine Teilfolge s5, — 0 .

Mit (5.6) und (5.23) folgt

Ut = Upps, = Py xug, — Py f punktweise
bzw.
Up < Up—g, = Prxug, — Prxp
punktweise.
Konvergiert us, — f in LY(R") , so folgt genauso

ur = Py x f.

/1]

Da ]Ri“ einfach zumsammenhéngend ist, existiert im Fall n =1 eine zu u konjugiert
harmonische Funktion v, so dafl F' = u+iv holomorph ist bzw. die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

(911) + (92’& == 0,
(921) = (31u,

(5.25)

erfiillt sind. v ist bis auf eine additive Konstante eindeutig erfiillt.
Nun stellt sich die Frage, ob (5.21), d.h.

sup || u(.,?) || rr)< o0
>0

fiirein 1 <p < oo auch
sup || v(.,t) || p(r)< 00
>0

fiir geeignetes v . Fiir 1 < p < oo wird dies durch den Satz von M. Riesz positiv
beantwortet, sieche unten Korollar 5.5.

Mit (5.25) sehen wir, dafl v zu u genau dann konjugiert harmonisch ist, falls (v, u) der
Gradient einer harmonischen Funktion ist. Fiir n > 1 fiihrt dies zu den verallgemeinerten

Cauchy-Riemann-Gleichungen
n+1

Z 8ju]' = O,
j=1

Bjuk:(?kuj 5 k=1,...,n+1.

Die zweite Gleichung besagt, dafl (uq, ... u,+1) lokal bzw. auf einfach zusammenhéngenden
Gebieten der Gradient eine Funktion wg = JpH ist, und mit der ersten Gleichung folgt,
da H harmonisch ist. Dabei entspricht « = u,11 = 011 H .

Nach (5.8) ist der Poisson-Kern P = 20, 11I' Ableitung der harmonischen Funktion
20" . Daher kommen wir zu folgender Definition.
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Definition 5.1 Die konjugierten Poisson-Kerne sind definiert durch

Q) = Mi_l ’ (%f)j’nﬂ 20, T(a,t) x € Rt >0, (x,t) £ (0,0). (5.26)
O
Wir sehen ' A
Ql(z) =" Qi(z/e), (5.27)
und A
Q] € LYR")NCYR") V1< q< 0. (5.28)

Mit (4.26) sehen wir, dafl die konjugierten Poisson-Kerne die Kerne der Riesz-
Transformation fortsetzen, genauer

1 CC]'

Ql(x) = Rj(x) = z € R™ — {0}. (5.29)

Twn—1 |x|n

In der folgenden Proposition sehen wir, dafl die konjugierten Poisson-Kerne die Riesz-
Transformation des Poisson-Kerns ist.

Proposition 5.5 FEs gilt

Q] = R; P, (5.30)
Qi) = =it exp(=2lyl). (5.31)
Fir fe LP(R"),1 <p< oo, gilt
Qf * f = Rj(P, ) = Py x (R; ), (5.32)
und fir pe M(R"™) gilt |
Ql = Ry(P+ ). (5.33)

Beweis: .
Fir € >0 ist ((m,t) = Q) +€(m)> stetig, beschréinkt und harmonisch auf R . Mit

Satz 5.3 folgt ' L
Q. =P +Ql inRP (5.34)
Setzen wir
¢ :=Q] - Ry,
wobei Rj. = Xgn_pn()Rj , und @(r) = e "p(z/e) , so sehen wir mit der Homogenitét
von R; und (5.27) ‘
e =QL— Rj..
Mit (5.34) gilt
Ql —RjP,+Ql,. —Rj.Pi=P,xQ.—PxRj. =P, xp. (5.35)

mit Konvergenz in LP(R") fiir 1 < p < oo , bzw. punktweise fast iiberall mit Satz 3.2.
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Fir |y| >1 gilt

. . 1 n+1 _ n+1
‘wan_up(y)’ — y] o _ yn?—i_l ‘ < ‘ ’(y7 )’ " ‘y’n
(y, 1)] |yl [(y, D[y

(1 + ‘y’)nJrl — ‘y’nJrl <C ’(1 )’—n—l
(y, Dty = Y

und fiir |y| < 1 ist ¢ beschrinkt. Daraus folgt ¢ € L'(R") . Mit Standardfaltungs-
abschétzung bzw. Lemma 2.3 folgt

Pt*goe—>Pt/g0:0 in LP(R")
]Rn

fir 1<p<oo,da ¢(y) =—p(—y), und aus (5.35) folgt (5.30). Mit Satz 4.3 (4.27) und
(5.9) erhalten wir, da P; € L?(R") ,

Qi) = ByBily) = ma, () Poly) = —i 2 exp(~2xlyle),

|y

also (5.31). '
Fir f e CPRY) gilt P f,Q] € L2(R") mit (5.6), (5.28), und wir erhalten mit
Proposition 1.3, (4.27) und (5.31)

—

Qi+ f=Qif =mp Bof =mp Bx ] = F(R)(P+ /)

und

o —

Qi*f:mR]ﬁtf:pt‘é—JTf:‘F(Pt*(RJf))’

also (5.32) fiir f e C°(R"™) .

Fir f € LP(R"),1 < p < oo , folgt (5.32) durch Approximation mit
Cy°(R™)—Funktionen und der Stetigkeit von R; auf LP(R"™) , siehe Satz 4.3, da
Q!, P, e LY(R") fiir 1<q<oo mit (5.6) und (5.28).

Fir g€ MR") gilt P, p, Q] € L2(R™) mit (5.6), (5.28), und wir erhalten wie
oben aus Proposition 1.3, (4.27) und (5.31)

—

Qf * i = Qv = mp, Pyji = mp, Py = F(R;(P; * ),
also (5.33).

/1]

Kombinieren wir dies mit Lemma 3.1, so erhalten wir

Proposition 5.6 Q{ ist vom schwachen Typ (1,1) wund vom starken Typ (p,p) fir
1 <p<oo, genauver

L(Q) * f| > a) < Cu || f llpi@ny @' Ya>0, t >0, (5.36)

1 Q)% f lo@ny< Crp | f lzo@ny V£ > 0,1 <p < oo (5.37)
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Beweis:
Es folgt aus der vorigen Proposition 5.5 mit Satz 4.3, Proposition 1.2 und (5.5), (5.10)

LQF * f| > @) = LY(IRj (P, # f)] > @) < Co || Pox f |l rgny @' <

<Cn |l Pl I f lligey o' =Co |l f llpigny o
und '
| QL * f llLr@my=ll Rj(Pr * f) [l Lrmy< Crp | Pe* f llor@ny <
< Cop Il Pellpr@ey | fllze@y= Cop I f o @e) -

/1]

Nun kénnen wir die verallgemeinerten Cauchy-Riemann-Gleichungen 16sen.
Satz 5.4 wu sei harmonisch auf ]RTLI und erfille fir ein 1 <p < o0

sup || u(.,t) || (rny< 0. (5.38)
t>0

Dann existiert eine eindeutige Losung der wverallgemeinerten Cauchy-Riemann-

Gleichungen
n+1 41
_ . n
) Ojuj =0 in R},

J
Gjuk :Bkuj m Ri—'—l,j,/{:: 1,...,n+1,

(5.39)

mit upi1 =u , und fir ein p < q<oo,q# 1, tatsdchlich fir alle p<q<oo,q#1,
uj(.,t) € LYR") Vt>0,j=1,...,n, (5.40)

und diese ist gegeben durch
u;(.,t) = Rju(.,t). (5.41)

Mit Satz 5.3 ist u das Poisson-Integral
U(., t) == Pt * f

einer Funktion f € LP(R™) fir 1<p<oo bzw.

u(., t) = Pt *
eines endlichen Borel-Mafles € M(R™) fir p=1.
Dann gilt '
uj(,t) =Q]*f firl<p< oo, (5.42)
bzw. '
ui(.,t) = Q) *p  firp=1. (5.43)

Fir 1 <p<oo gilt weiter

sup || uj(.,t) lpp@my<oc j=1,...,n (5.44)
>0
u(.,t),u;(...t) = f,R;f in LP(R") firt—0, j=1,...n. (5.45)
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Fir p=1 gilt
sup || ui (., t) || L1 @n)< 00, (5.46)
t>0

genau dann, wenn p; € M(R™) existiert mit
ﬂj = ijﬂ. (5.47)
Gilt dies fir alle j=1,...,n, so existiert f € L'(R") mit R;f € L'(R™) und

= fL" nj = (R f)L,
u(.,t) — f in LYR™) fiirt — 0,

(5.48)
u;(.,t) = R;jf in LY(R™) firt — 0,
uj(.,t) = Py x R; f,
und
/supgﬁ?)]uj(.,t)] dc" <
t>0 j=1
R?’L
<Cy 2UP5UP [ u;(,t) | mn)< Cn bUP | f, Bif [l1@ny< oo (5.49)
>0 j=1 j=1
Beweis:

Zur Existenz erhalten wir f € LP(R™) bzw. p € M(R™) mit u(.,t) = Pyxf bzw. u(.,t) =
P+ p mit Satz 5.3 und definieren u; in (5.41) oder mit (5.32), (5.33) dquivalent in (5.42),
(5.43). Mit (5.28) ist u; wohldefiniert und

uj(.,t) € LYAR") Vi>0,p<qg<oo,j=1,...,n

Mit Proposition 5.5 erhalten wir auBlerdem w;(.,t) € LP(R™) fir 1 < p < oo . Damit
erfiillt u; (5.40) fiir alle angegebenen ¢ .
Mit (5.26) kann u; unter dem Integral differenziert werden, und wir erhalten

Oy (x, 1) = / 20, T(x — y,1) f(y) dy

Rn

bzw.
Ouai.t) = [ 2047w~ 1.1) dly)
R
Da T' harmonisch ist, folgt (5.39).

Nun sei umgekehrt u; eine Losung von (5.39) mit (5.40) und w41 = u . Subtrahieren
wir unsere bereits konstruierte Losung, so kénnen wir wu,+; = 0 annehmen und miissen

zeigen. Aus (5.39) existiert eine harmonische Funktion H € CO(RTH) mit V., H =

(u1,...,Up+1) - Da wupy1 =0, ist H unabhingig von ¢ . Somit ist H € Cl?c(]R") mit
VH = (u1,...,u,) € LYR") firein p<g<oo,q#1.
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Insbesondere sind w; € LY(R™) harmonisch. Mit dem Mittelwertsatz erhalten wir

1/q
()| g]l | dL™ < <]l 9 d£”> < CuR ™9 | 4y ||pogmy— 0 fiir R — oo,
B (x) B (x)
da g < oo . Dies ergibt u; =0, und die Eindeutigkeit ist bewiesen.
Fiir 1 <p<oo folgt (5.44) aus (5.37) und (5.42). Weiter folgt (5.45) aus (5.41), der

Stetigkeit von R; auf LP(R™) und Satz 5.1.
Gilt (5.46) im Fall p =1, so sehen wir mit Satz 5.3

fiir p; € MR™ M), 1 = p . Mit (5.41) und u(.,t) € L*(R™) fiir t >0 folgt

—_—

ﬁtﬂj = P * py = uj(.,t) = Rju(.,t) = mpu(.,t) =mpg, Py p = mR].ISt,&,

J

also
M] - ij M7

da P, #0 mit (5.9).
Gilt umgekehrt (5.47), so sehen wir mit (5.41) und wu(.,t) € L*(R") fiir t > 0

—_— o —

u](at) = Rju(at) = mR'u('at) = ijPt * Q= -ﬁtmRJ’ﬂ = ﬁtia] =P * g,

J

also

und (5.46) folgt aus Satz 5.1 (5.13).
Die Konklusionen (5.48), (5.49) brauchen mehr Vorbereitung und werden unten be-
wiesen.

//

Zuerst geben wir fiir n =1 den folgenden Satz von M. Riesz als Korollar.
Korollar 5.5 (M. Riesz) Es sei u harmonisch in R% und erfiille

sup || u(.,y) |lpr@)< o0
y>0

firein 1<p<oo,also u(.,y) =Py f firen feLP(R) mit Satz 5.3.
Dann ist
vy =Qyx*[=PyxHf=H(Fxf),
d.h.

zu u  konjugiert harmonisch und

[ v(y) ey < Cp I f o) -
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Beweis:
Mit Satz 5.4 ist v konjugiert harmonisch zu u , und die Abschétzung folgt aus Proposition
5.6

/1]

Zum Beweis von (5.48), (5.49) in Satz 5.4 fiir p =1 unter der Annahme (5.46) brauchen
wir folgende Propositionen.

Proposition 5.7 Es sei F = (uq,...,upy1): U CRY o ROADX™ pine yektorwertige
Lésung der verallgemeinerten Cauchy-Riemann-Gleichungen (5.39) in einer offenen Men-
ge U CRL

Dann ist |F|? fir g > (n—1)/n subharmonisch. Genauer gilt

c|FI72|VF|? < A|F|? < O |F|" 2 VE]* in [F #0] (5.50)

mit 0 < ¢y <Cyq < 00,¢q >0 fiirg>(n—1)/n.
Fir g > 2 kinnen wir
Cq: (q_l)acq:q’
und fir (n—1)/n <q<2

Cq =g, ¢q =q(1+(q—2)nL+1>

wdahlen.

Beweis:

Im Beweis von Satz 5.4 haben wir bereits gesehen, daf} lokal eine harmonische Funktion H
mit VH = F existiert. Damit sind die w; harmonisch und F,u; € Cpo(U) . Ist F(xo) =
0 fiir ein 29 € U , so betrachten wir 0.B.d.A. 29 € R} und F, := F + 6(Q{,Pt)el .
F, 16st (5.39) in UNRY und Fi(xg) #0.Da F. — F und die Behauptung lokal ist,
konnen wir F'# 0 auf U annehmen. Insbesondere folgt |F|9 € C2.(U) .

loc
Wir rechnen

n+1

O FI" = q|F|972 > (uy, ;) = q|F|"*(F, 04 F),
j=1
n+1 n+l
Ok |7 = [ P|2 " (uj, Oug) + q|F1772 D (O, Okug) + alq — 2)| P H(F, 0, F) .
j=1 j=1
Da wu; harmonisch sind, folgt
AlF|? = g I (|FRIVF + (¢ - 2|(F, VF) ). (5.51)

Fir ¢ > 2 folgt sofort
A|F|" > g|F|* 2|V F|?

und |F|? ist subharmonisch. Weiter folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(FVE)? < [FPIVEP,
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also
A|F|9 < q(q — D|F|" 2|V F|*.

Fiur ¢ <2 folgt sofort
A|F|9 < q|F|7 2|V F|.

Weiter zeigen wir die verbesserte Cauchy-Schwarz-Ungleichung

n+1 | n+1 2 n n+1 n+1
DI (ug,0puy)| < n—HZ\%‘\Z > 10wu; . (5.52)
k=11 =1 j=1 k=1

Ist diese Ungleichung bewiesen, so ergibt dies

n+1 | n+1 n+1 n+1
(EVE) =) Z(%‘ﬁkug < —Z Jui* > Okl = IVFP?,
k=1"'j=1 7,k=1

und mit (5.51) folgt

AR = o FI (IFPIVFP + (a = |, VF)?) =

>q<1+(q—2) )yFyq 2VFP >0,

falls ¢ > (n—1)/n wie angenommen.

Mit der verallgemeinerten Cauchy-Riemann-Gleichung sehen wir, dafl die Matrizen
(Okuj)k,j=1,..n+1 symmetrisch und spurfrei sind. Damit folgt (5.52) aus der nichsten
elementaren Proposition und der darauffolgenden Bemerkung.

/1]

Proposition 5.8 Fir A e ROTUX0+D)  symmetrisch und spurfrei gilt

n
AA) = A)| = sup [Az| < [—— || Al2,
(A4) = sup|spec(4)| E‘@’ ol <y g Al

wobei. [ef2 = Y |aj[2 wnd | A = S0 lagel? mit A= () .

Beweis:
Da A(A) und || A ||2 invariant unter orthogonalen Transformationen sind, kénnen wir
A = diag(A\1,... A\y1) als diagonal mit Eigenwerten Aj,...\,41 , entsprechend ihrer
Vielfachheit gezahlt, annehmen.

Nach Voraussetzung gilt 0 = tr(A) = 3" A . Fiir 1 <k <n+1 folgt A\ =

j=1
> ik Aj » und mit der Cauchy-Schwarz Unglelchung
TR
i#k
und
n n+1
A2 < A2, k=1, 1
k= n+1 jz; K ) yn+1,

also die Behauptung.
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Bemerkung:
Fiir symmetrische und spurfreie A1, ..., A, € ROtDX0+) ynd 2, ..., 2., € R" schen
wir
m m m n
|| < 3ol < 30\ Al fol <
=1 i=1 =1
n m m 1/2
2 2
< (S NAl )
=1 i=1
O
Proposition 5.9 F = (u1,...,u,11) seien eine Losung von (5.39) in R mit
sup || F(.,t) [|p1@ny< oo (5.53)
t>0
Dann gilt
/sup |[F(x,t)| do < Gy, sup || F'(.,1) || 11 mny< 00 (5.54)
t>0 t>0
Rn
Beweis:
Fir (n—1)/n<g<1,e>0, setzen wir
ge(z) := |F(z,e)|? furz eR"
und
ve(x,t) == (Prxge)(x) >0 firzeR" t>0.
Fir p=1/¢>1 gilt
1P dce = [P do < sup | Fot) < oc,
R R" ~
und wir erhalten fiir eine Teilfolge €, — 0
ge,, — g schwach in LP(R"),
mit
1 ey 500 | Fot) g oy < o (5:5)

Setzen wir wv(x,t) = (P *g)(z) fir = € R",t > 0, so sehen wir mit den Cauchy-
Abschitzungen, da v, harmonisch sind, dass

Ve,, — v gleichméBig auf kompakten Teilmengen von R’f‘l. (5.56)
Mit Satz 5.3 und (5.53) sind u; Poisson-Integrale
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von endlichen Maflen p; € M(R") . Fiir |z| > 2R >1,t > 0, folgt

1
et <0 [ el + G [ e <
B7(0) Rn— B (0)

< CuR™" || g || +Cne™" |15 (R" — Bg(0)),

also
lim sup |uj(z,t+¢)| =0. (5.57)

|z| =00 ¢>0
Mit Proposition 5.2 gilt
| wj(st) lpoo@my< CET™.

Zusammen folgt
lim |F(z,t+¢)|?=0. (5.58)

[(x,t)]—o0

Da |F|? mit Proposition 5.7 subharmonisch ist, v, > 0 harmonisch ist und v.(z,0) >
|F(z,e)|?7 folgt mit (5.58) zuerst v. +3d > |[F(.,+¢)|? V6 > 0 und mit (5.56) fiir
66— 0,60, — 0

v>|F|7 in R

Mit Satz 5.1 (5.14) erhalten wir
/sup\F(x,t)] dz < /sup]v(x,t)\p dz < / |Mg|P dL™ <
0

t>0 t>
Rn R” R

<Gy [lgb 42" < Cysup || F(1) 1o,
R

wobel wir (5.55) und Satz 2.5 verwendet haben. Dies ist (5.54), und die Proposition ist
bewiesen.

/1]

Abschluf3 des Beweises von Satz 5.4:
Aus (5.46) folgt mit Proposition 5.9 sofort die erste Abschitzung in (5.49). Wir setzen
g(x) = sups Sup;»li'l1 luj(z,t)] und sehen g € L'(R"™) . Wie schon bemerkt, folgt aus
(5.46) mit Satz 5.3

w;(.,t) = Py pj (5.59)

fiir ein p; € MR, 01 = p . Mit Satz 5.2 folgt
uj(.,t) — p; schwach® in CO(R™)*,

Da |u;(.,t)] < g€ L' (R"), folgt

() < /g dL" WU C R™ offen.
U
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Damit ist p; absolutstetig beziiglich £" , also uj = f;£", fj € LY(R™), f := fn41 . Dies
ergibt w;(.,t) = P, * f; und mit Satz 5.1 (5 16) folgt w;(.,t) — f; in L*(R") fiir t — 0 .
Da die Riesz-Transformation mit Satz 4.3 vom schwachen Typ (1,1) ist, folgt mit (5.41)

u]'(.,t) = Rju(.,t) — ij

im MaB, also R;f = f; € LY(R") , und (5.48) ist vollstindig bewiesen.
Schliefilich folgt aus (5.59) und Satz 5.2 (5.19) zusammmen mit (5.48)

sup 1 ui(o ) @my<Il pg [1=0 Rif lor ey

also die zweite Ungleichung in (5.49).

/1]

Aus Satz 5.4 folgt aus der Beschriinktheit der L'—Normen der wu;(,.t) , daf die Maxi-
malfunktion sup;qsup; u;(.,t)] in L*(R") liegt.

Satz 5.6 Fir fc L'Y(R") sind folgende Aussagen dquivalent:

R;f € LY(R™) fiirrj =1,...,n, (5.60)
SUPSUP I Q7 f |l prmny< o0 (5.61)
t>0 j=1
sup | P; x f| € L*(R™). (5.62)
>0
In diesem Fuall gilt
I Supsup P £,QF + f| oyl sup [ By fl ey~ (5.63)

t>0 j=1
~SUPSUP | P £,Q) * f llpign) NSUP | £, Bif [l mn
t>0 j=1
mit Konstanten, die nur von n abhdngen.
Beweis:

Aus Satz 5.4 folgt sofort (5.61) = (5.60). Umgekehrt erhalten wir aus (5.60) mit Satz 4.1
(4.16) fir K =R; ,daBB R;f = ijf und wieder folgt mit Satz 5.4

| jugsuplPt*f QT f1 | @m < Ca supsup I Py £, Qf % f Il ey <
>0 j=1 t>0 j=1

<, sup | f, Bif |l @ny< oo,
ot

also (5.61). Insbesondere folgt (5.62) aus (5.60) bzw. (5.61). Weiter gilt klarerweise

iugsup I Py £, Q1 f Il e <| supsup\B # £, QF % f1 |2 @),
>0 j=1

und, da Qg « f =P, xR;f,folgt aus Satz 5.1 (5.16)

S‘lp I fiRif i@y < SUPSUP | Prx f,Qf * f 2t @y -
j=1 0 j=1
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Daher verbleibt es zu zeigen, dafl

supsup || Q] * f 21 @< Cn || sup [P * f [ L1 @ny - (5.64)
>0 j—1 >0

Zum Beweis von (5.64) bendtigen wir einige Propositionen.

//

Zuerst fithren wir die nicht-tangentialen Maximalfunktionen ein.

Definition 5.2 Fiir eine Funktion u auf Rfrl definieren wir die nichit-tangentialen
Mazximalfunktionen durch
Mou(z) = sup |u(z, )
t>0
und fir a >0

Mqau(z) ;= sup |u(y,t)| = sup |u(y,t)| firzeR",
ly—z|<at To(z)

wobei T'y(x) der Kegel
La(x) := {(y.t) € RY™ | |z —y| < at}

18t.

Proposition 5.10 Fir w harmonisch in R’};H gilt
H Mgu HLp(Rn)S Cn7p7a H Mou HLp(Rn) Va > 0,0 < p < oo.

Beweis:
Mit lokalen Maximumabschitzungen fiir elliptische Differentialoperatoren in Nicht-
Divergenzform, siehe [GT]| Theorem 9.20 oder Satz A.1, erhalten wir

lu(y,t)|? < Cn,q][ Ju[? AL <

B (y,t)

< Cn,q][ IMoul? dL" Vg >0, yeR" t>0.
B (y)

Fir |z —y| < at folgt

|u(y’t)|q < Cn,q,a |M0u|q dﬁ”,

B:‘(a+l)($)

also

(Mau)(@)? < Cp g0 M(Mou)?)(2),
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wobei M die Maximalfunktion in R"™ bezeichnet. Fiir 0 < ¢ =p/2 < p < oo erhalten
wir mit Satz 2.5

IR
I Mt gy Cugal M ((Mo?) | 1, <
1
< Crpaa | (Mow)? 550 gy = Crpia | Mot [ an)

Fiir p =00 wihlen wir ¢ =1 und erhalten mit Satz 2.5
| Mau || oo @) < Crg || M(Mou) || poe@n)< Cra || Mot || oo mrny -
/1]

Als néchstes fithren wir das sogenannte Fliachenintegral ein.

Definition 5.3 Fir v € C} (]R’j_“),a > 0, definieren wir das Flachenintegral von wu

loc
durch
1/2
Sa)e) = ([ ¢ ITut 0 o)
Ta(x)
(]
Die folgende Proposition stellt einfache Eigenschaften des Flichenintegrals zusammen.
Proposition 5.11 Fir u harmonisch in Ty(z),z € R",0<a <b gilt
t* | DPu(y, )| < CpgapMpu(z) V(y,t) € To(x), k € Ny, (5.65)
t* | D*u(y, )| < Cpgap Spu(z) Y(y,t) € To(x),k €N, (5.66)
/ tQk_n_1|Dku(y’t)|2 d(yat) < Cn,k,a,b Sbu(x)2 Vk € N’ (567)
Ta(x)
und, falls
Vu(.,t) =0 punktweise in R™ firt — oo,k =1,
(5.68)
sup |Vu(.,t)] =0 firt— oo,k > 2,
so gilt

oo

sup /T|Vu(x + rw)|2 dr < Chkap / t2k7"71|8fu(y,t)|2 d(y,t) VkeN
wela(0)NBTT1(0) 9 o)

(5.69)

und
Suu(e)? < Cuas [ #obuly OF dlyt) Ve (5.70)

Ip(z)
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Beweis:
Wir wihlen 0 < =4d(a,b) < 1/2 mit

a+o

b.
1-5°

Dann gilt fiir (y,t) € Ty(x), (2, s) € Bst(y,t)

t/2<(1-08)t<s<(1+9)t<(3/2)4,

0
\x—z\g]m—yl+]y—z\<(a+5)t§iH_(Ss<bs,

also
Bsi(y,t) CTh(z) N{(1 = 0)t < xpg1 < (1 +0)t}. (5.71)

Mit den Cauchy-Ungleichungen gilt

tk]Dku(y,t)\ < Chks sup |u| < CppapMpu(z) fir k € N,

Bét(yvt)
also (5.65).
Genauso folgt mit den Cauchy-Ungleichungen und dem Mittelwertsatz
U Dru(y, )] < Cors sup |Vl < cn,k,a,b][ Vol AL < (572)
Bét/2(y7t)
B(St(y7t)
1/2
< Chkab <t2 / 31*"]Vu(z, s)]2 d(z, s)> < ka,a’bt*leu(x) fiir k € N,
B(St(y7t)

also (5.66).
Andererseits folgt mit (5.72)

/ tZk_n_lkau(y,t)‘z d(y,t) < ka’a,b / / s_Qn‘Vu(Z,S)‘Z d(Z,S) d(y,t) <
Do (z) La(x) Bst(y,t)

< Cn,k,a,b / / 872”\Vu(z,s)\2 d(yat) d(Z,S) <

Iy (:L‘) Bass (Z,S)ﬁf‘a (1")

< Chkab / s Vau(z, 8)|? d(z,5) = Chgap Spu()?,
Ty (x)
also (5.67).
Zum Beweis von (5.69) nehmen wir x =0 an. Aus (5.68) folgt mit (5.72)

lim ¢ 1D/u(y,t) =0 VYyeR",j=1,... k.

t—o00

Partielle Integration ergibt

o (=DF
oo (k—1)!

/(t — 5)F L Voku(y,t) At Y(y,s) € T4(0). (5.73)

S
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Mit den Cauchy-Ungleichungen und dem Mittelwertsatz erhalten wir wie in (5.72)

1/2
VoFu(y,t)| < Cppsl 73 OFul? acrtt) .
t Ky t

Bs (yvt)

Setzen wir
M :=Tp(0) N{(1 =)t < zpt1 < (14 )L}, (5.74)

so ergibt sich mit (5.71)

1/2
IVofuly, t)| < Copab t("+3>/2</\afuy2 d£"+1> =
My

= Cppan 2Ty 1) € T,4(0). (5.75)
Fiir w € To(0) NaBIT(0),r > 0 folgt (y,s) :=rw € [yu(0) ,
(1+ a2)_1/27" <s=rweyy1 <1,

und mit (5.73) und (5.75)

IVu(rw)| < Cpab / th=(45)/2112 4 Y € To(0) N OB (0), 7 > 0.

(1+a2)*1/2r

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

o0 o0
r|\Vu(rw)|* < Copap T / t2k=n=3 1 4t / 2t <
(1+a2)=1/2p (1+a2)=1/2p

[o¢]
< Cpkab / 2R3 At Yw € Ty (0) NOBYTH0),r > 0.
(1+a2)=1/2¢p

Dies ergibt

00 0o (1+a2)1/2t
/T|Vu(rw)|2 dr < kaﬂ,b/ / 2R3 dr dt < (5.76)
0 0 0
< Chkab / R 22 At Yw € To(0) NOBTHH0).
0

Fiir die rechte Seite erhalten wir mit (5.74) und (5.75)

(140)¢

/t% n2ndt = // / t2—n=29 +1u(y, s)|? ds dy dt =

0 R™ max(|y|/b,(1—8)t
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(1-6)"1s

=[] ekt dr dwes) <
To(0) (146)~1s

< Chns / =Ygk Ly, )2 d(y, ),
'y (0)

und (5.69) folgt mit (5.76).
Integrieren wir die linke Seite von (5.76) iiber T'(0) NABT1(0) , so ergibt sich

[ [ ATutr) ar dereagpin o) = [ 101" [Vuly 0P di.) >
0

Lo (0)N8BI1(0) I'a(0)

> co(n,a) / A Tty ) d(y, t) = co(n, a)Sau(0)%,
T4 (0)

da
(g, ) < (1+0a*)t V(y,t) € Ta(0).

Damit folgt (5.70) aus (5.69).

/1]
Proposition 5.12 Fir u harmonisch in Ty(x),x € R",0 < a,u:(y,t) := u(y,t + ¢)
gilt
Squ(z) < liminf Syue(z) (5.77)
e—0
und
Sate(x) < ChoSqu(z). (5.78)
Beweis:

Mit der Definition 5.3 von S,u(z) sehen wir mit dem Lemma von Fatou

lim inf Squ. (z)? > / lim iélf 7 Vu(y, t +e)? d(y,t) =
e—

e—0
ly—z|<at

- / M Vu(y, t)? d(y,t) = Sau(z)?,

ly—z|<at

also (5.77).
Umgekehrt rechnen wir

Satie(z)? = / 1 Valy,t+ o) d(y, ) =

ly—z|<at

= [ eNuereRdwo+ [ 0P die)

ly—z|<at,t>e ly—z|<att<e
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Fiir |y — x| <at,t <e sehen wir |y — x| < (a/2)(t+¢),also (y,t+¢) € Iyp(r) und
mit (5.66) erhalten wir

|Vu(y,t+¢)| < CpaSau(x)/(t +¢) < CpoSqu(z) /e fiir |y — x| < at,t <e.

Dies ergibt
Saue(z)? <

1>
<ot / (t+ &) " Vu(y, t +¢)|* d(y,t) +/ / t1 " Ch o Sau(z)?e? dy dt <
0

ly—|<at Bai ()

13
< 2" S,u()? + Cp o Saul(x) e / t dt < CpaSeu(z)?,
0

also (5.78), und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Fiir harmonische Funktionen sind die Integrale der p—ten Potenz der Maximalfunktionen
und des Fléchenintegrals vergleichbar.

Proposition 5.13 Fiir uw harmonisch in RTLI, 0<p<2,a>0, gilt

Squ € LP(R™),
Mou € LP(R") <= (5.79)
u(0,t) = 0 firt — oo,

und in diesem Fuall gilt weiter
| Mou || Le@®ny=l Sau || L wn) (5.80)
mit Konstanten, die nur von n,p,a abhdngen.

Bemerkung:
Die Proposition gilt fiir 0 < p < oo ; wir benétigen sie aber nur fir p=1.

O
Beweis:
Zuerst betrachten wir u € CR2(RM), A € LP(R™) N L>®°(R"),6 > 0 mit
|DFu(x,t)] < Cr(u)(1 +1)~"27F0 V(z,t) € R™ k € Ny, (5.81)
|D*u(z,t)| < Ck(u)(1+t)FX(z) V(z,t) € RTT k€ Ny, (5.82)
lim |u(x,t)] =0. (5.83)

[(z,t)]—o00

(5.82) ergibt Mou € LP(R") , also Myu € LP(R™) fir alle ¢ > 0 mit Proposition 5.10.
(5.81) und (5.83) ergeben
lim Myu(z) =0 Va > 0. (5.84)

|z| =00
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Fiir 0 < a < oo betrachten wir A := [Mygu < o] C R" abgeschlossen,U := R” —
A offen mit L"(U) < oo und 2 := Ugzeal's(z) . Wir rechnen

/ Sul? dC™ = / / 17 Valy, O d(y,t) d

A Tq(x)

= [V LN AN Bul) dt) < Cu [ Vul P dit). (555)
Q Q
Setzen wir ¢(y) := a~'d(y, A) , so sehen wir Lip ¢ < a~! und

Q= Ugeala() = {(y, 1) [ > ¢(y)}.

Da u harmonisch ist, gilt A(|ul?) = 2|Vu|? und

/t\W(y, t)I* d( //tA |u*)(y,t) dt dy
Q

Dabei beachten wir fiir 0 <o <1 mit (5.81) und (5.82)
U uly. O + 1102 (u)(y.6)] < C(HVu(y. O + thu(y. ]| Du(y. 1)) <

< Cu)t(1 4 1) 2 ORI () 1, (5.86)
also fir p<1l+o<2

[ [ (t9utw.0 + 402y 00 dt < o,
R™ 0

und alle auftretenden Integrale sind integrierbar. Weiter sehen wir mit (5.81)

‘t@ilu\ y,t)‘ )(1+1) n7257
0; (t@lm ))‘ (14 t) 201

[tOul?(y, t)| + u(y, t)|* < Clu )(1+t) n=20 () fiir t — 0o.

Daher kénnen wir unter dem Integral differenzieren und erhalten

[e. 9]

[ eauPy.t) e =
»(y)
=3 (o [ .0 ) + paluP. oo )
=1 ©(y)
oul? (v, 1) / Orluf* (. 1) dt =
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n (e}

=3 (@( [ @) at) + oot o)oset) ) +

=1 e(y)

+uly, o(W)1* = e(W)0elul(y, ¢ (y))-
Da mit (5.82)

(W) (W)Oslul*(y, ()| + [u(y, o(W)* + (W) Ol ul*(y, £ (¥))| < Cn.a(uw)A(y)?,

sehen wir, dafl die Summanden des zweiten Terms und die letzten beiden Terme iiber
y € R™ integrierbar sind. Mit den Summanden des zweiten Terms und (5.86) sind auch
die Summanden des ersten Terms iiber y € R™ integrierbar.

Mit (5.81) und (5.84) gilt fur

0<o<1l<(l+4+0)(n/249),

daB
/ ‘t@ﬂuﬁ(y,t)‘ dt < /C(u)(l + ¢)~ ) M/2H0) 4t Mou(y)' =7 —= 0 fiir y — oo,
0 0

und wir sehen

/(%( / t0;|ul*(y, t) dt) dy = 0.
R™ o(y)

Zusammen erhalten wir

2/t]Vu(y,t)]2 d(y 1) = 2/ / H{Vuly, 1) dt dy =
Q

R™ (y)

= / <IU(y, eW)I* + () Bie(W)dslul* (v, o (y) — () d:|ul*(y, w(y))) dy. (5.87)
RTL
Fiir y € [Magu > o] =U existiert ein € A mit

0<|z—yl=d(y,A) =ap(y).

Daraus folgt (y,¢(y)) € I'x(x) und mit (5.65), dass

(IU(y, eW)|* + () 0ie(W)dslul* (v, 0 (y) — e(y)d:|ul*(y, w(y))‘ <

< Cn,aM2au($)2 < Cn,aOZQ, (588)
da A= [Mjyu < o] . Da offensichtlich (y,p(y)) € Ta(y) , gilt mit (5.65) genauso

uly: e W) + W)yl (. () = W)Ot[ul 2y, 0(1)]| < CraMaau(y)*
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Zusammen mit (5.85) und (5.87) ergibt dies

/ |Squl* dL™ < O, 4 / |(Magu|? AL + Cy 00® L (Magu > )
[Mzqu<al [Maqu<al

und
L(Squ > a) < a2 / |Squl? dL™ + L™ (Maqu > ) <

[(Magu<a]

< Cn,aOé_Q / |M2au|2 dLm + Cmaﬁn(Mgau > a).

Maqu<a]
Daraus folgt
/|Sau|p dcr :p/aplﬁn(Sau > a) da <
R” 0

< Cn,ap/ / a?73 da [Mogul® dL™ + Cn,a/ |IMagulP dL™ < Cn,p,a/ |IMogulP dL™,
R" Maqu R R

da p < 2, und mit Proposition 5.10
| Sau ”LP(R”)S Crpa | Mou HLP(R") . (5.89)

Nun betrachten wir A := [So,u < o] C R™ abgeschlossen, U := R"™ — A offen mit £L"(U) <
00 , da S,u mit dem Lemma von Fatou unterhalbstetig ist und Mou € LP(R™) mit
(5.82), also Syeu € LP(R™) mit (5.89). Wie in (5.85) rechnen wir

15wl acr = [ [ #7019t 0 diy.t) do =
A

A Tqo(z)

= [Ty L AN Buly) d(y) (590)
Q
Weiter betrachen wir die Menge mit nach unten beschrinkten Dichtequotienten, genauer

Ap={z €R" |Yo>0:LYAN B,(z)) > %E"(Bg(x)) 1.

Ag ist abgeschlossen, und weiter ist Ay € A, da A abgeschlossen ist. Damit ist
Up :=R"— Ay D U offen und weiter Uy = [Mxy > 1/2] , also mit Proposition 2.5

L"(Uo) = L"(Mxy > 1/2) < Cy || xu |21 @ny= CnL™(S2qu > @) < oo. (5.91)
Wie oben sei o(y) := a~'d(y, Ag) mit Lip ¢ < a~! und
Qo = UpeaTa(@) = {(u:1) | £> oly)}.
Wie in (5.85) erhalten wir mit (5.90), dass

/ Seul2 AL > coma / HVu(y, )2 d(y, )
A Qo
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mit ¢gp,q > 0, und wie in (5.87), dass

Chv / (Sl dL™ >

> / (luly )P + )il 0v) = w WA, o)) dy.  (5.92)
R®
Der erste Term ist nicht-negativ. Fiir den zweiten und dritten Term folgt mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

[ el w. ow) - @l )] v <
o

_2/m% F@+am/w (1) Vel)P dy, (599)

da ¢ lipschitz ist.
Wie in (5.88) existiert fiir y € Up ein x € Ap mit

0 < |z —y|=d(y,Ao) = ap(y).

Daraus folgt (y,¢(y)) € T'y(x) und mit (5.66), dass
() Vuly, p())| < CraS20u(z) < Craa,
da Ay C A = [Su < a] . Da offensichtlich (y, ¢(y)) € Tu(y) , gilt mit (5.66) genauso
(W) Vuly, o) < CnaS2au(y)-
Zusammen mit (5.92), (5.93), (5.91) und Ayp C A ergibt dies

/|u Y, 90 )|2 dy < Cna/ |S2au|2 dﬁn + Cn aOZQEn(Uo)
Rn

S Cn,a / |52au|2 d'cn + Cn7aa2£n(52a > a) VO[ > 0

Setzen wir
9(y) = u(y, o) + axuv, (), 90(y) = lu(y, p(y))|,

so sehen wir, da A = [Sg,u < a] ,

19 172y <2 1y = uly, () [[72n) +20°L" (Vo) <

< Cha / |Soqu|? AL™ + Cyy 00® L™ (S2qu > ). (5.94)
[S2qu<a]
Weiter setzen wir v(.,t) := P; % g,v0(.,t) = P; * go und sehen vy € C? (]RTLI) .

loc
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Fir y e Ap gilt ¢(y) =0 und

iminf v(z,s) > lm  wo(z,8) = vo(y,¢(v)) = [u(y, ¢(y))| Vy € Ao (5.95)
(2,8)=(y,0(y)) (2,8)=(y,0(y))

Wie oben existiert fiir y € Uy ein = € Ag mit

0 < |z —y|=d(y,Ao) = ap(y),

insbesondere (y,p(y)) € Ta(x) . Wie in (5.71) sehen wir fiir 0 < § = d(a) < 1/2 mit (a+
0)/(1 —=6) < 2a , dass

Bsow) (W, (1)) € Taa(@) N{(1 = 6)p(y) < apt1 < (1+8)e(y)}- (5.96)
Mit (5.66) folgt
lp(y)Vu(z, 5)| < 2[sVu(z,5)| < Cp aS2au(z) < Crace V(2,8) € Bsy (Y, 9(y)),
da Ay C A =[Sou < o] , und mit dem Mittelwertsatz
[uy, e(y)) — u(z,s)| < Cnaa V(z,8) € Bspy) (v, ¢(y))-
Nun sehen wir fiir 2 € By, (y), 7 > 0, dass
(g, (1) = (z,0(2))] <A +a Dy — 2| < 7(1+a p(y),

also (z,p(2)) € B(;@(y)(y, o(y)) fir 7 =7(a) < (1 +a1)"16(a) , und

lu(y, e(y)) — u(z,90(2))] < Cnaa Yz € Brypy(y)-

Dies ergibt
lu(y, o(y))| g][ [u(z,0(2))] dz + Cpgax <

Bro) (v)

< Chrap(y)™ / lu(z, p(2))| dz+ Cpor Yy € Up. (5.97)
Brow) ()
Fir y € Up gilt d(y, Ao) = ap(y) >0, also By, (y) € Uy und

1 o(y)
Twn—1 |(y — 2, 0(y

Pcp(y) (y - Z) = ))’n-ﬁ-l > CO,n,a‘:O(y)_n Vz € Bago(y) (y) U Brgo(y) (y)

mit (5.4) und ¢gpq > 0 . Daraus folgt

oy, o(y)) > / Py (v — 2)u(z, 0(2)] dz + / Py — =) dz >

Broy) () Bag(y) (¥)

> comap(y) ™" / u(z, ()] dz + a0 (y) "L Bapy) (1)

Bromw) W)
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> comap(y) ™" / fu(z, 9(2))] dz + comacr Yy € Up.

Bro) W)

Mit (5.95) und (5.97) ergibt sich

lu(y, p(y))| < Cpo liminf  v(z,s) VyeR"™.
(2,8)= (y,(v))

Da v >0, folgt mit (5.83) mit dem Maximumprinzip wie in Proposition 5.9
lu| < Chqv  in Q.

Da ¢ =0in Ap, gilt Mou < C), o Mov in Ap , und mit (5.14) und Satz 2.5 folgt

1/2
([ Mo a27)™ < Coa | Mo 12201 i | M (e < Cona 11 9 l2ga -
Ao

Zusammen mit (5.94) ergibt dies

/ IMoul? dL" < Cpq / |Soqu|? AL™ + Cp 00 L™ (S2qu > a)

Ao [S2qu<q]

und mit (5.91), dass

L"(Mou > a) < a2 / |IMoul? dL™ + L™(Up) <
Ao

< Cpaa? / |Saqul? AL™ + Cy o L7 (S9at > ).

[S2qu<a]
Daraus folgt wie oben
| Mou [[Lr@) < Cnpa || S2a || L (we) - (5.98)
Fiir allgemeines u setzen wir wu. = u(.,. +¢) € CR (R} . Zuerst sei Mou €

LP(R™) . Mit lokalen Maximumabschitzungen fiir elliptische Differentialoperatoren in
Nicht-Divergenzform, siehe [GT] Theorem 9.20 oder Satz A.1l, sehen wir wie in Propo-
sition 5.2

s 8) | oo ny < Crpt ™™ || Mo || o (@), (5.99)

insbesondere u. € L®(R?*!) und wu(0,t) — 0 fiirt - 0o . Da 0 < p < 2, folgt (5.81)
fiir w. mit den Cauchy-Abschétzungen. Mit (5.65) folgt

(1+ t)k]DkuE(x, 1) < Crele/2+ t)k\DkuE/Q(m, e/2 +t)| < CppaeMaticj2(x)

fir a >0, also (5.82) fiir ue mit A := Mgu.y € LP(R™) N L*(R™) und Proposition
5.10. Mit Proposition 5.3 gilt uc(.,t) = uzja(.,t +€/2) = Pyyojp * ugya(.,0) , also

‘ua‘ ST 7—71Pt+z-:/2 * ‘u€/2('7 0)‘2'
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Da [uc/s(0)* < Mou? , € LP2(R™) N L>(R") € L'(R™) , folgt

limsupsup |u:(z,t)| <7 VY7 >0
|z|—o0 t>0

wie in (5.57). Zusammen mit (5.99) folgt (5.83). Aus (5.89) und (5.98) folgt damit

| Saue HLP(Rn)S Chp,a | Moue HLP(R”)a

| Moue HLP(R")§ Crpa || Saue HLP(R*L) .

Mit Proposition 5.12 und, da klarerweise gilt Mou. ,* Mou , folgt nun (5.80) mit dem
Lemma von Fatou und dem Satz von Beppo-Levi. Damit ist die Proposition ist bewiesen,
falls Mou € LP(R") .

Nun gelte umgekehrt S,u € LP(R™) und u(0,t) — 0 fiir t — oo . Insbesondere existiert
mindestens ein xy € R mit Spu(xg) < oo . Dann folgt aus Proposition 5.11 (5.66)

Du(.,t) = 0 gleichméBig auf kompakten Teilmengen von R",¢ — oo, (5.100)
insbesondere
u(.,t) > 0 gleichméfig auf kompakten Teilmengen von R", ¢ — oo, (5.101)

da u(0,t) - 0.Fir 0<e < R < oo setzen wir ucp := u. —ug und erhalten mit
Proposition 5.11 (5.69) fiir w = ep41,k =1, da (5.68) fiir u und k=1 aus (5.100) folgt,

t+R

ez, )] < / B, 5)] ds <
t+e

o 12 , B 1/2
< (/s|8n+1u(x,s)|2 ds> </s_1 ds) < Chae,Rr Squ(z).
0

)

Da S,u € LP(R™) , folgt Moue,r € LP(R™) , und aus dem eben Bewiesenen und (5.78)
| Mote,g [lzr @) < Cnpa || Satie,r [lLr @) <

< Cupaal Il St 1oy + 1| Satem o) ) < Cop || Sate |oer) -

Aus (5.101) folgt fiir Teilfolgen e; — 0, Rj — oo , dafl ue; g, — u punktweise auf ]Rfrl
und
Mou < liminf Moue; g;-
j—00

Mit dem Lemma von Fatou folgt

| Mou HLP(R")S h}glggf [ Moue,,R; HLP(R”)S Chpa || Sau HLP(R”)< o0,

und die Proposition ist vollstédndig bewiesen.

/1]
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Abschlufl des Beweises von Satz 5.6:
Wir miissen (5.64), d.h.

supstip || Qf # f |11 (eny< Co || sup| Py f| [|p1any  fiir f € L(R™),
t>0 j=1 t>0

verifizieren. ‘

Mit den Sédtzen 5.1 und Satz 5.4 sind  wu(.,t) = upt1(.,t) = P x fouj := Qf *
f harmonisch auf ]RTLI und l6sen die verallgemeinerten Cauchy-Riemann Gleichungen
(5.39), insbesondere gilt

Op1uj = 0ju auf R 5 =1,... n. (5.102)

Mit ]PA,\Q{ | < Cut™™ aus Proposition 5.1, Definition 5.1 und mit den Cauchy-
Abschitzungen erhalten wir

i (O 8V (5, 1) < O | f llpageny £ V(y,t) € R (5.103)
Daraus folgt mit Proposition 5.11 (5.70) und (5.102)

Syuy(x)? < Cp / 0y, )2 d(y, 1) =
Ta(z)

e / HM0uy, )2 d(y,t) < CuSou(z)> Va € R”
Ta(z)

und mit Proposition 5.13
I Mou; ”Ll(Rn)g Ch |l Siu; ”Ll(Rn)S Cy || Sau HLl(Rn)g Cy || Mou HLI(Rn) .

Dies ergibt (5.64), und der Satz ist vollstéindig bewiesen.

/1]

Folgende Paarung werden wir im Beweis der H! — BMO—Dualitéit verwenden. Wir be-
ginnen mit einer Definition.

Definition 5.4 Fir eine offene Menge U C R"™ definieren wir das Zelt iber U durch
TWU) := R:LLH — Ugern—uT1(z) = {(y,1) € R:LLH | d(y,R" = U) > t}.
Fiir ein endliches Borel-Maf8 1 € M(Rffl) definieren wir die Carleson Funktion Cu

i) = sup I g g

w heift Carleson-Maf, falls Cpu € L*(R™) , und
I lle:=I1 Cpt | oo em)

heifst die Carleson-Norm von i .
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Bemerkungen:

1. Das Zelt eines Balles By(z) ist gegeben durch
T(By(z)) = {(y,t) e R} | Jy — 2| < ot} C By()x]0, o].
2. Ist Bjy(x) CU ,soist
B (z)x]0, 0 T(U).
3. Die Carleson-Funktion kann auch mit Zylindern definiert werden

(€ ) o sup IR0, 0
0>0 wno

Klarerweise gilt
Cu<C'u<2"Cu.

4. Die Carleson-Funktion ist unterhalbstetig, insbesondere borelmessbar.

O
Proposition 5.14 Fir U CR"™ offen gilt
() <, [ euacr,
U

Beweis:
Fir U # R"™ betrachten wir mit Lemma 2.1 eine Whitney-Zerlegung von U =
U1 Qk, F' = R" — U , in Wiirfel mit paarweise disjunktem Inneren und

diam Qp < d(Qp, F) < 4 diam Qi Vk € N. (5.104)

Es sei B der Ball mit gleichem Zentrum wie @i und diam By = 11 diam @ . Dann
gilt fiir z € Q; mit (5.104)

1
d(z,R" — By) > §(diamBk —diam Q) > 5 diam Qy >

> d(Qg, F) + diam Qy > d(x, F) (5.105)
und
\ul(T(By)) < Cy (Cp)(x) L™(By),
also
(T (B) < Co [ Cuac (5.106)
Qrk
Fir (z,t) e T(U) gilt
d(z, F) > t, (5.107)
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und z € Qy fiir ein k € N . Dann folgt aus (5.105) und (5.107)
d(x,R" — By) > d(z, F) > t,

also (z,t) € T(By) und
T(U) C U, T(By). (5.108)

Aus (5.106) und (5.108) folgt

k=1

) < Y el (B) < €Y [enacr =, [enac
F=1Qk U

/1]

Nun kommen wir zur angekiindigten Paarung.
Proposition 5.15 Es sei I borelmefbar auf Rﬁ“ und j € M(Rﬁ“) . Dann gilt
Bl dnl < G [ (MiF)(CH) AL
Ri+1 R
Ist insbesondere My F € LY(R™) und pu ein Carleson-Maf, so ist F € L*(u) und
[ F ] <l GOF) e e
R+

Beweis:

Es seien F,p > 0. Wir betrachten « > 0, und setzen U := {M;F > a} . Aus der
Definition der nicht-tangentialen Maximalfunktion folgt, dafl U offen ist, und M F ist
insbesondere borelmefibar. Fiir (y,t) € T(U) gilt d(y,R™ —U) < t , also existiert ein
x €R"—U mit |z—y| <t und (M;F)(z) < « . Daraus folgt

a> MiF(x)= sup F(z,7)> F(y,t).

|lx—z|<T
Daraus folgt R’f‘l —T(U)C[F <a] bzw.
[F'>a] CT(MF >a) Ya>0.

Mit Proposition 5.14 folgt

[e.9] o0

/ Fd,u:/,u(F>a) dag/,u(T(./\/llF>a)) da <
R7H! 0 0
0 M1 F
< C’n/ / Cu dL™ da = C, / / Cu da dL" = C, /(./\/llF)(C,u) dc".
0 [MiF>al R* 0 Rn
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Zum Abschluf} dieses Paragraphen beweisen wir noch eine Identitét, die wir auch bei der
H' — BMO—Dualitéit verwenden werden.

Proposition 5.16 Es scien f,g € L>(R") und u(.,t) = P, * f,v(.,t) = P xg die
zugehorigen Poisson-Integrale. Dann gilt

/fg dc" =2 / t Vayru(z, t)Vav(x,t) d(z, t).
R”

n+1
R+
Beweis:
Mit Polarisierung geniigt es,

£ Be=2 [ ¢ Va0 dia.

n+1
RJr

zu zeigen. Mit (5.1) sehen wir

ua, ) = / F(y) exp(@rity, z)) exp(~2nlylt) dy
J

und
Oyulast) = [ 2miy; ) exp(miy,a)) exp(~2alyl) dy
R”

(e, 0) = [ —2mly\f(y) exp(2rily.a)) exp(~2alyle) .
R”
Mit dem Satz von Plancherel folgt

/ Vu(z,t)? dz = / 872|y[21f (v)|2 exp(—4nlylt) dy

R R
und -
/ Ve, t) d(z,1) = / 872yl () / texp(—dxlylt) dt dy =
Ri+l Rn 0
1 [ . T 1. 1
=5 [ 7P [te dtdy =51 F Bagny=5 1 £ Bagany -
Rn 0

/1]
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Teil III
Hardy- und BMO-Riume

6 BMO(R")

Definition 6.1 g€ L} (R") heifit von beschrinkter mittlerer Oszillation, falls

loc

| 9 lomo@n:=  sup ]lrg—gB\ ac, (6.1)
BCRn BallB

mit gp ::][g dL™ , endlich ist.
B

Den Raum aller Funktionen von beschrinkter mittlerer Oszillation bezeichnen wir mit
BMO(R™) . Dabei identifizieren wir Funktionen, die sich nur um eine Konstante unter-
scheiden.

d

Bemerkungen:

1. Mit der Identifikation von Funktionen bis auf Konstanten ist || . [[pmomn») eine
Norm und BMO(R™) ein Banachraum.

2. Fiir eine Familie {¢g®}p von Funktionen auf beliecbigen Billen B C R” mit der
Eigenschaft
g% — B =

existiert bis auf eine additive Konstante eine eindeutige Funktion ¢ auf R™ mit

const auf B, falls B C B,

g— g% =const VB CR™

Da im folgenden verschiedene Konstruktionen lokal eindeutig bis auf Konstanten
sind, erméglicht dies den Ubergang zu einer globalen Funktion.

‘gB_C‘:‘][g_C‘S][‘g_C‘y
B B

geniigt es zur Beschrianktheit der Terme in (6.1)

3. Dafiir ceC

VB C R", Ball:EIcBGC:][|g—cB| dL” < A
B

fiir ein A < 0o zu zeigen. Dann gilt

| 9 [IBMO®n)< 2A. (6.2)
Da fiir 281 < R <2k

][\g—c\ dcm < 2"+ |g — | dL™,
Br

B,k

geniigt es weiter in (6.1) Bille mit Radien 2¥ k € Z , zu betrachten.
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4. Die BMO—Norm ist invariant unter Streckung, genauer fiir g € BMO(R") ist auch

hsg € BMO(R™) und
| 9 [IBMo@®n) =l hsg llBMO(RR) -

5. Da ||g| —|g9Bl| < |9 — 9Bl , ist mit g € BMO(R™) auch |g| € BMO(R") und mit
(6.2)

I 9] lemo@)< 2 || 9 lIBMO®RR) -

6. Trivial ist jede Funktion ¢ € L*°(R"™) von beschrinkter mittlerer Oszillation.
Dariiberhinaus ist z +— log |z| in BMO(R"™) . Da logd|z| — log|z| = logd kon-
stant ist, geniigt es mit der vorigen Bemerkung die Beschridnktheit der Terme in
(6.1) fiir Bélle mit Radius 1 zu zeigen. Nun gilt

/ |log |z|| dz < C), V|zo| < 2,
Bi(zo)
und
/ |log |x| — log |zo|| dx < C),  V|zo| > 2.
Bi(zo)

Betrachten wir min(m,log(1/|x|)+)/m , strecken und approximieren glatt, so erhal-
ten wir zu beliebigem R,e > 0 ein ¢ € C§°(R™) mit

Il ¢ [IBMO®™) < €,
0< ¢ <1,¢=1auf Bg(0).

(6.3)

7. Wegen der Identifikation bis auf Konstanten wird es im folgenden niitzlich sein, fiir
Bille B C R™ die Raume

LiB) = {9 € /(B) | [ gL =0} = D(B)/span{1)
B

und
LiE) = {7 e @) | [ racm=o)
zu betrachten.

d

Funktionen von beschrinkter mittlerer Oszillation sind i.a. nicht lokal beschrinkt, aber in
L} (R") V1 < p < oo, wie die folgende stiirkere Abschétzung von John-Nirenberg zeigt.

Lemma 6.1 (John-Nirenberg) Fir g € BMO(R"), g # const gilt fiir alle Bille B C
Rn
F exp(aala — g1/ 1| 9 Isvtoge) < Co (6.4)
B
mit 0 < o,,Cp, < oo . Insbesondere gilt

][|g —gplP dL™ < C’g(m!)p/m Il g ||%MO(R,L) Vi<p<oo,p<meN. (6.5)
B
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Beweis:
Da 2™ < e*m! folgt (6.5) aus (6.4). (6.4) geniigt es fir Wiirfel @ C R™ zu zeigen.

Wir kénnen || g |l[gmomn)= ¢ > 0 annehmen, also  |g — gg| L™ < Cpe, = 1 fiir
Q

cn=C;1>0.
Wir fithren eine Calderon-Zygmund-Zerlegung gemif Satz 2.2 fiir |g — gg| € LY(Q)

und s > 1 > ][ lg — gg| dL™ durch und erhalten eine Folge von Wiirfeln Ql(j) mit
Q

paarweise disjunktem Inneren und
S<][ 9 — gq| dL™ < 2"s Vk €N,
¢ (6.6)
lg —ggl <s L™ — fast iiberall in Q — Uio:@;(:)-

Daraus folgt
ZE" @) < *IZ / g — 9ol AL < s~ /Ig gol AL™ < s71LY(Q),
(1)

und
|ng(cl) — g0l = ‘][ g—gQ‘ <2"s VkeN.
Qy”
Da ][ g — QQ(1)| dL" <1 < s, konnen wir fiir jeden der Wiirfel Ql(:) eine Calderon-

k:
Zygmund Zerlegung durchfithren und erhalten induktiv wie oben Folgen von Wiirfeln
Qk ), j > 2, mit paarweise disjunktem Inneren und

lg — gQ(j71)| <s L" — fast iiberall in Q(J 2 UzO:IQ,(Cj), (6.7)
Z Q) < 579LMQ), (6.8)
990 — 90l < j2"s. (6.9)

Nun beweisen wir induktiv
lg—g0l < (14 (j —1)2")s < j2"s L" — fast iiberall in @ — Uzole,(j). (6.10)

Fir j =1 folgt dies sofort aus (6.6).
Fir 7 > 2,z € Q — Uz‘;ngfl) folgt (6.10) per Induktionsannahme. Fiir z €
QU™ —u QY gilt mit (6.7) und (6.9)

9(2) = 9ol < l9(=) —g40-v]+ 19561 — g0l < 5+ (5 —1)2"s

und (6.10) folgt.
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Fiir r > 2"s wihlen wir j € N mit 52"s <7 < (j + 1)2"s und erhalten mit (6.8)
und (6.10)

LYQN g —gol =) < LYULQY) < s7L7(Q) < exp(—rlog s/(275))sL™(Q).

Daraus folgt

[ exp(alg — gol) L™ = [ L™(Q N [exp(alg — gol) = 7]) dr <
Q 0
<exp(o2"s)+ [ exp(—logTlogs/(02"s))s dr <
exp(o2ns)
< exp(o2s) — exp(02"s — log s)

o2"s? < C,,
o2"s — log s

falls 02"s —logs < 0.
Da || g lsmo®nr)= cn >0, folgt (6.4).

/1]

Folgende Kompaktheit ergibt sich als einfache Folgerung.

Proposition 6.2 Zu jeder in BMO(R™) beschrinkten Folge ¢, € BMO(R"),]|

gm llBmomm)< A exzistiert eine Teilfolge und ein g € BMO(R") mit g, —

g schwach in LSIOC(R”), 1 <p<oo, genauer

/fgm dc" — /fg dc™ Vf e L{(B),1 < q<oo,BCR" Ball (6.11)
B B

Bemerkung:
Wenn wir unten  BMO(R"™) als Dualraum charakterisieren werden, sechen wir, daf§ die
Konvergenz in (6.11) die schwach*-Konvergenz ist.

Beweis:
Nach dem John-Nirenberg-Lemma, Lemma 6.1, ist gn, — gm,B € LP(B),1 <p < 00,B C
R™ Ball, beschrénkt. Damit existiert eine Teilfolge und fiir alle Bj(0) C R™ eine Funktion
g9¢(0) mit

9m — Ym,By(0) — g%+ schwach in LP(B(0)),

d.h.
/ F(Gm — Gmea0)) AL = / F¢BO dLm Vf € LIBL(0)1 < g < oo, (6.12)
By, (0) By (0)

Fir k <1 folgt

gP O — B O (g — g B0) = (Gm — Im.Be(0)) = Im.Bu(0) — Im.Bi(0)>

also

gBl(O) — gBk(O) = const
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und mit Bemerkung 2 nach der Definition 6.1 existiert eine Funktion ¢ auf R™ mit
g— gB’f(O) = const Vk e N.
Mit (6.12) folgt fiir alle f € LI(B),1 < g < oo, B C Bg(0), f =0 in B(0) — B, dass
/ fom AL = [ flom = gm0) AL [ 170 acn = / fo ac”,
By(0) B (0)

also (6.11).
Fir f e LYB),1 <q<o00,BC Bg(0),f =0in Bi(0) — B gilt f— fp € Lg(B) ,
und wir erhalten

/f — g) AL = [ (£ = f5)m = ) 42" = [ (7 = Fi)gm 4L

B B

= / (f — fp)g AL™ = / (f — f5)(g — g) AL = / F(g - gp) AL,
B B B

also
9m — 9m,B — g —gp schwach in LP(B),1 < p < oo, B C R" Ball.

Fir p=1 ergibt Unterhalbstetigkeit
][ lg —gB| dL" < 1iminf][ |gm _gm7B| dL™ < A,
B m—oo [p
also g € BMO(R"™) .
///

Bemerkung:
Nehmen wir zuséatzlich

gm — g punktweise L™ — fast iiberall (6.13)
an, so erhalten wir fiir |gp| > R, dal

L'([lgl < RIn B) < L"([lg — 98| = lgs| = RIN B) <

LM(B) | g llemom®n)
g—gp| dL™ < .
/| 4 l9B| —

!gs\

Falls |gm,B| — oo, so folgt L"([|gm| < R]N B) — 0 fiir alle R < oo . Andererseits folgt
mit (6.13), daB8 L™([|gm — g| > €] N B) — 0 fiir alle € > 0, also ein Widerspruch, und wir
schlielen

limsup |gm,B| < oo VB C R" Ball.

m— o0

Mit dem John-Nirenberg-Lemma, Lemma 6.1, folgt, daB g, € LP(B),1 < p < oo,
beschrénkt ist, und weiter mit dem Konvergenzsatz von Vitali und (6.13), da8

gm — ¢ stark in LY (R"™) fiir alle 1 < p < co.
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Fiir Integration von Funktionen mit beschrinkter mittlerer Oszillation auf R"

d

ha-

ben wir folgende Proposition, die insbesondere zeigt, dafl das Poisson-Integral einer

BMO —Funktion existiert.

Proposition 6.3 Fir g € BMO(R") gilt

l9(z) — gB (0) |
/ ) n1+6 dz < Cpe [ g [[lBMO®RR)

und fir R>1

/ l9(z) — 9B, )| 2|77 dz < Cp e R™5(1 +log R) || g [[BMO®)s

R~ Bpr(0)
l9(z) = gBro)| [2|7"7F dz < Ch e R7° || g |lBMO(RR) -
R"— Br(0)

Beweis:
Fir k € Ny gilt mit der Definition von BMO

\gB gBQk_H(O)’ ][ (9(z) — QBQ,M(O)) dz| <
BQk (0)
< 2"][ 19— 9B, AL" < Cy || g IBMOERN) -
By,k+1(0)
Mit Induktion folgt
198, (0) — 9B (0)] < Cnk || g IBMO®RR) -

Daraus folgt
][ 19— 93,0)| A€ < Cuk | 9 Ivtoeny

ng (0)
und
l9(z) — 9B, |2]7"7° do < Z / 19(x) — gp, (o] 2] 7" da <
R7— By, (0) I=koj <|g|<2i+1
< Cn |l g llBMoO®n) Z(j +1)277° < Cr 27 (1 + k) || g lleMo®n)»
=k

insbesondere folgt die zweite Abschitzung. Da

/ |9 — 9B, (0] AL" < Cy || g [[BMO®RR),
B1(0)
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folgt die erste Abschétzung.
Schliefflich gilt mit der zweiten Abschéitzung

/ 19(2) — 9| |21 da
R"—BR(O)

<R / (hrg)(@) — (hrg)syo] 2]~ de <
R”—B1(0)

< CneR7F || hrg lBmo®n)= Cn R || 9 [lBMORR),
also die dritte Abschétzung.

/1]

Als Konsequenz ergibt sich folgende einfache Konvergenzaussage.
Proposition 6.4 Es sei f € LY(R") mit
[f(@)] < O+ [z)7"°

und eine in BMO(R™) beschrinkte Folge gm — g schwach in Lf ,,.(R™),1 < p < oo,
mit

Im,B1(0) = 9B,(0) = 0- (6.15)

/fgm dL”—>/fg dc".
Rn Rn

Ist f e L§(R"), so gilt dies auch ohne die Voraussetzung (6.15).

Dann gilt

Beweis:
Mit Proposition 6.3 sind die Integrale wohldefiniert. Aus (6.15) und h := xp, () €
L%(B(0)), R > 1, folgt

—9m,Br(0)L" (B1(0)) = / XB1(0)(9m — 9m,Br(0)) AL" = / (h = hBgL0))gm AL —
Br(0) Bgr(0)

— / (h — hBR(O))g dL" = / X B;1(0) (9 — gBR(O)) dL" = _gBR(O)En(Bl(O))a
Br(0) Br(0)
also  gm . Br(0) = 9BR(0) - Dies ergibt gm — gm Br0) = 9 — IBR(0) Schwach in LE(BR(0)) ,

dann schwach in LP(BRr(0)) , also ¢, — ¢ schwach in LP(Br(0)) und

/ Fgm AL — / fgdL" VYR>1, (6.16)
B1(0) BR(0)

da fe L®R") .
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Mit Proposition 6.3 und (6.15) sehen wir

/ fg(m)dE"SC‘ / de<

1+ |a])nte =
R"—Bg(0) R"—Bg(0)

< CoR™ (1 +1log R) || g(m) llBMO®RND) -
Mit (6.16) folgt

limsup| [ f(gm —g) dL"| < CnR™*(1 +log R) sup(|| gm [[BMmo@): | 9 [[BMO®R));

m—0o0
]Rn

und die Proposition ist beweisen.

/1]

Fiir Faltungen von BMO—Funktionen ergibt sich.

Proposition 6.5 Es sei p € LY(R™) mit [p(x)] < AL+ |z])™7C, [ dL™ = 1, ¢ (x) =

"p(x/t) . Fir g € BMO(R™) ist die Faltung wohldefiniert mit @y x g € BMO(R™) N
Lf;’c(]R") und

[(pe % g)(x)] < Cnel I g ”BMO(R") —HgBt(:v)’a (6.17)

I ot * g [[BMo@®) < Cnel |l g IBMOERR) - (6.18)

Fiir eine in  BMO(R"™) beschrinkte Folge g, — g schwach in Lg7loc(R"), 1 <p< oo,
gilt
punktweise in R™,

Ot * gm — @ * g mod span{l} stark in Lgl J(R™),1<p< oo, (6.19)

schwach® in Lg3,.(R™).

Beweis:
Da ¢ *xg=h;-1(p * (htg)) und die BMO—Norm invariant unter Streckung ist, geniigt
es t =1 zu betrachten. Wegen der Translationsinvarianz gentigt es Bélle mit Zentrum in
0 zu betrachten.

Da [¢=1,gilt fir |z| <R mit Proposition 6.3

(0% 9)(®) — 98, 0)| < / oz — )| 19(y) — gm0 dy <
l9(y) — 9B (0) |
< Cpeh / T < Cuend |9 lsiogen - (6:20)

Fir z =0 folgt sofort (6.17), und weiter folgt ¢ * g € L (R™) . Fiir R <1 sehen wir

loc

][ (0% 9) — g, ) AL™ < o || 9 Inogen) (6.21)
Br(0)
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Fir R>1 sehen wir
][ (% 9) = gByp(o)| AL < / ][ le(z = y)| 19(y) = 9B,p(0)| dz dy. (6.22)
Bgr(0) R™ Bgr(0)
Fir |y| > 2R, |z| < R gilt
lp(z —y)| < 2"FAQ A+ [y)) T,

also

][ o(z — )| dr < 27N+ [y) "=,
Br(0)

Da fBR(O) [l < Jgn o] < Cr A, folgt mit (6.22) und Proposition 6.3

][ (¢ *9) = gByp(o)| L™ <
Br(0)

19(Y) = 9B,5(0)]
< Cn,z—:A / (1 T |y|),21i(€) dy + Cn,sA][ |g(y) - gB2R(O)| dy <
R”—Bsr(0) B3r(0)
< Cnel | g llBMO®RR) -

Zusammen mit (6.21) folgt (6.18).

Nehmen wir 0.B.d.A. g, B,(0) = 9B,(0) = 0 an, so folgt die punktweise Konvergenz
@t * gm — ¢+ g aus Proposition 6.4, da [pi(r —y)| < Oy, o4 15(1 + |y[)7"7° . Beachten
wir

198, (0) — 9B,(0)| < Cn(1 + |logt|) || g [[BMO(RR)

wie in (6.14), so erhalten wir

|9m, B, 0)] < 19B,0)] + Cn(1 + [log t]) ([l gm [IBMO®) + || 9 IBMOERR));

und mit (6.20) ist ¢ * gp beschrénkt in Li® (R™) . Dies ergibt ¢ * gm — @y *

g schwach™ in L;° (R™) und mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue folgt die starke Kon-

vergenz in L} (R"),1 <p<oo.

/1]

In §3,4 sahen wir, dafl gewisse singulére Integrale stetig auf LP(R™),1 < p < oo, sind. Nun
sechen wir, da8 diese singuldren Integrale L°°(R"™) stetig nach BMO(R"™) abbilden. Mit
der H!' —BMO-—Dualitiit werden wir im niichsten Paragraphen sehen, da8 diese singuliren
Integrale stetig auf BMO(R™) sind.

Lemma 6.6 Es sei K € L'(R")UL*(R"),0 < A < oo, mit
| K || poogny< A, (6.23)

[ |K(z—y)— K(z)| dz <A. (6.24)
|z[>2]yl
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Setzen wir fir g€ L*(R™)

u@xmﬁ:/u«x—w—Ja—wmwwm, (6.25)

so ist K : L*°(R"™) — BMO(R") stetig, genauer

| Kg lemo®n)< CoA || g [|Lemny Vg € L(R™). (6.26)

Bemerkungen:

1. Mit (6.24) gilt

an |K(z —y) — K(~y)| dy <

< [ K@ -Ky+oldy+ [ (IK@-yl+]K(y)) dy <
[y >2lz| ly|<2la|
<A+2 [ |K|dL" < oo,
Bg|,((0)
da K € L} (R") . Damit ist die Abbildung y — K(z —y) — K(—y) in L}({R") ,

loc

und Kg ist in (6.25) fir g € L>°(R") wohldefiniert.

2. Die Definition in (6.25) unterscheidet sich von der iiblichen Definition von Kg =
K xgfirg € LP(R"),1 < p < 2, wie z.B. in Lemma 3.1. Fiir g € L*(R")
mit kompaktem Tréger unterscheiden sich die Definitionen nur um die Konstante
J K(-y)g(y) dy , und Kg ist als Element von BMO(R™) wohldefiniert.

3. Unten werden wir sehen, da BMO(R") der Dualraum von H!(R") bzw. H}(R")
ist und dass K* : HY(R") — LY*(R") , wobei K*(z):= K(—z) gemif Definition
1.4. Mit der Definition (6.25) ist K die duale Abbildung von K* .

4. Als duale Abbildung ist K : L*(R"™) — BMO(R") schwach*—stetig. Aus der
Definition (6.25) koénnen wir direkt sehen, dafl fiir schwach* —konvergente Folgen
gm — g in L>®(R™) die Bilder Kg, — Kg punktweise konvergieren. Mit der
Bemerkung zu Proposition 6.2 und der unter bewiesenen Dualitét von BMO(R™)
ergibt sich, daB Kg,, — Kg schwach® in BMO(R") .

Da Funktionen mit kompaktem Tréger schwach*-folgen-dicht in L°°(R™) liegen, ist
(6.25) die eindeutige schwach*-stetige Erweiterung von K g .

Beweis:
Wir betrachten einen beliebigen Ball B = B(zo) C R" mit Zentrum xy € R" und B*
den Ball mit gleichem Zentrum und doppeltem Radius. Wir setzen fir g € L (R")

g1 :=9xXB*, Gg2:=9—91-
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Mit Satz 1.2 ist K g1 € L*(R") ,da ¢ € L*(R") N L*(R") , und mit dem Satz von
Plancherel und (6.23) gilt

| K g1 2@y < Al g1 2@y -
Daraus folgt
JIK % g1] dL™ < L(B)V2 || K * g1 || 2rey <
B
< CoALY(B)Y2 || g1 |l L2@ny < Cul || g [| ey £7(B).

Setzen wir cp 1 = — [ K(—y)g(y) dy , so sehen wir
][|Kgl - CB,1| dcr :][|K * 91| < CnA H g ||Loo(Rn) . (627)
B B

Weiter setzen wir

cpp = / <K(360 —y) - K(—y)>g(y) dy
R —B*
und sehen fiir x € B mit (6.24)

[Kgo(z) —cpol < [ |K(x—y) = K(wo—y)l dy || g [roe@m<
R _ B*

< [ JKly+z—x)—-K@|dy || gllpe@)y< A gllpeomn -
ly|>2jz—a0|

Mit (6.27) folgt fiir cp := cB1+tcCB2

]1 Kg — cp| A" < Cu | g [l1(an).
B

also Kg € BMO(R"™) und

| Kg [[BMmo@®n)< Crl | g | Lo rny -

/1]

Im Beweis der H! — BMO—Dualitéit im nichsten Paragraphen werden wir verwenden,
dafl BMO—Funktionen ein Carleson-Maf3 auf Rfrl definieren

Proposition 6.7 Es sei g € BMO(R") und v(.,t) := P,xg das Poisson-Integral. Dann
ist t|Vo2L"HL ein Carleson-Maf auf R und

IIVoPL™ Jle< Coll 9 IBmon) -

Beweis:
Mit Proposition 6.3 sehen wir, daf§ das Poisson-Integral fiir BMO—Funktionen existiert.
Nach Translation und Streckung geniigt es geméfl Definition 5.4 zu zeigen, dafl

tIVo(e, O d(@,t) < Cu [l g [Byogn) - (6.28)

B1(0)x]0,1]
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O.B.d.A. kbnnen wir gpn(o) =0 annehmen. Wir zerlegen g = g1 +92,91 := gxpp(o) und
v=uv; +v2,vi(.,t) ;== Prxg;,j =1,2.Da g1 € L?(R™) gilt mit Proposition 5.16

1
[ VP d@n) < 5 1o Bag-
B (0)x]0,1]
1
5 [ 9= 9mol 4€" <l Pnioer (6.29)
B3 (0)

mit (6.5) aus dem John-Nirenberg-Lemma, Lemma 6.1.
Durch Differentiation unter dem Integral erhalten wir

Voo < [ VP@-pollbw)l <0 [ et

R"— B (0) R"— By (0)
Fir (z,t) € BP0)x]0,1[,y & B2(0) gilt
1 G
(@ —y, )+ = (14 Jy)*+t

| dy.

Mit Proposition 6.3 folgt

l9(y) — 9B3(0) \
|V (z,1)] / P dy < Cy || g [BMO®™)

und

/ HVoa(a, ) d(z,1) < Cn || g I3aome) -
B7(0)x]0,1]

Zusammen mit (6.29) folgt (6.28), und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Im niichsten Schritt erkennen wir BMO(R") als Dualraum des Banachraumes H.(R") ,
den wir nun definieren.

Definition 6.2 a € L>®(B) heifst Atom auf dem Ball B CR™ | falls
LMB) || a||p=m< 1,
Jadc™=0.
B

Wir definieren den atomischen Hardy-Raum HL(R™)

7—[ (Rn : {Z)\kakeLl(R") | A € C,ag AtOm Z|)\k| <OO}
k=1

und die atomische Norm fiir f € HL(R™) durch

I £ g myi= inf{z Ml | F =Y Aeag € LNR™), Ay € C,ay, Atom }
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Grundlegende Eigenschaften des atomischen Hardy-Raumes ergeben sich aus der folgenden
Proposition.

Proposition 6.8 Der atomische Hardy-Raum ist ein Banachraum mit der atomischen
Norm, und wir haben die stetigen Einbettungen

LE(B) < HL(R") — L*(R") VB C R™ Ball. (6.30)

Beweis:
Jedes Atom a liegt in L'(R™) , und es gilt

lallr@m <l a ||z @n £°(B) < 1.

Daher sind alle Summen in der Definition von #H.(R") absolut konvergent in L!(R")

und
I fllo@n < f laa@ny  Vf € Ho(R™).

Ist insbesondere || f |l (rn)= 0, so folgt f =0 fast iiberall.

Da || . |lygny subadditiv, positiv homogen und || 0 [Jg1@my= 0, ist || . [l32(wn)
eine Norm auf H.(R") .

Andererseits definiert jedes f € L§°(B) ein Atom durch

a:=L"B)f/ f Lo (B)

falls f # 0 . Damit ist f € HL(R") und

1S iz ey < £2(B) || f [z () - (6.31)

Damit sind die Einbettungen in (6.30) stetig.

Es verbleibt zu zeigen, da H!(R") ein Banachraum ist. Dazu betrachten wir eine
Cauchy-Folge f,, € H:(R") . Es geniigt zu zeigen, daB eine Teilfolge in #H!(R™) konver-
giert. Daher nehmen wir 0.B.d.A.

H Jm — fm+1 H’H}I(Rn)< 27

an. Gemifl der Definition der atomischen Norm existieren A;* € C und Atome a}' mit
o0
fmt1 = fm = 22 A\lay,
k=1
o0
A <27

k=1

Da die L'(R")—Norm schwicher ist als die H!(R")—Norm ist, gilt

fi=Ff+ ) (fmi1 = fm) € L'(RY)

m=1
und - o =
F=tm=>_ (=) =3 Naj.
l=m I=m k=1
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Da f, € HL(R™) und

oo oo oo
DD ILED SE R
=1 k=1 =1

folgt f € HL(R™) und

| f = fm ey < Z Z AL < Z 97l = g7mtL,
l=m

l=m k=1
Dies ergibt f,, — f in H:(R") , und H!(R") ist ein Banachraum.

/1]

Die Einbettung in (6.30) kénnen wir verbessern.

1

Proposition 6.9 Fir 1 < ¢ < 00,1 < p < oo,p ! +q~ ' =1 haben wir die stetige

FEinbettung
LY(B) — HL(R™) VB CR" Ball, (6.32)
genauer gilt
I £ 3z ey < Crg | f llLasy £(B)YP Vf € L§(B), B C R™ Ball (6.33)

Teil IV
Appendix

A Lokale Maximumabschitzungen

In diesem Abschnitt geben wir einen Beweis fiir die lokalen Maximumabschétzungen fiir
harmonische Funktionen. Einen Beweis fiir allgemeine elliptische Differentialoperatoren in
Nicht-Divergenzform steht in [GT] Theorem 9.20.
Satz A.1 Fir ue C°(B1(0)) harmonisch gilt

loc

sup [ul < Cpg |l u Lo ) VYa>0
B12(0)

mit Cpq < 00 .

Zuerst beweisen wir eine Hilfsabschétzung.
Proposition A.1 Fir v e C§°(B1(0)) mit
Av=f+divg

und f € C(B1(0)),g € CL(B1(0)) gilt
5B (01 = Cup (11 zoraqo o +11 9 ooy ) Vp>n 22

mit Cpp < 00 .
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Beweis:
Mit der Fundamentallosung des Laplace-Operators auf R", n > 2,

1
(z) = n(2 — n)wny

—1 fii =2
5 108 || ir n ,

|22 fiir n >3,

verwenden wir die Darstellungsformel
v(z) = /F(m —y)Av(y) dy fiir v € CF°(R"),

siche [GT] (2.17). Mit partieller Integration rechnen wir fir ¢ — 0

/F(x —y)039(y) dy < / Iz —y)0;g;(y) dy =

R™—By(z)

= [ are-ve dr- [ T gren,,, W) ).
R"—By(z) OBy ()

‘ / U(z —y)9;(y)voB,.,,(v) d’H"’l(y)‘ < CulT(0en)|0™ " || g5 1o By o)) = O,
OBy ()

erhalten wir
/F(ﬂc —y)0;g;(y) dy = /3jf(fv —v)gi(y) dy,
also mit der Darstellungsformel

v=L*xAv=ITxf+VI=xg.

Da T e L] (R™),VI € L] (R") fiir ¢ <n/(n —2),r <n/(n—1), erhalten wir mit der

loc loc

Holder-Ungleichung fiir p >n,2p ' +¢ '=1,pt+rt =1,

;U(Ig) W[ SN T zasaon | £ 1zer2em o)) + | VI e saopll 9 2o (s 0) <
1

< Cn,p( I zer2 sy o)) + 119 lLe sy 0)) >,
also die Behauptung.

/1]

Beweis von Satz A.1l:

Fir n =1 ist w linear, und die Behauptung folgt elementar. Fiir n > 2 wahlen wir
v € C§°(B1(0)),y = 1 auf By5(0),0 <y < 1, setzen n =~y € C5°(B1(0)) fiir M €
N, M >3 und sehen fir 0 <d:=2/M <1, dass

(V| = MAM7H VY| < Csn' ™02, |D*n] < Cpsn .
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Fir v:=un e C§°(B1(0)) ergibt dies
Av = 2Vu - Vn + uAn = 2div(uVn) — uln.

Mit der vorigen Proposition A.1 erhalten wir fiir p > n und der Young-Ungleichung

sp (6] < Cop (1490 ooy + 1080 oo ) <

) —81,.16
< Chps | 7“71 ”Lp(Bl(O)): Crp,s | Wl |ul HLP(Bl(o))S
_ 1
< Chyp,s SUP Wl ° | ‘u’(s HLP(Bl(O))§ 5 sup |v| + Cpps || u HL“P(Bl(O)) .
B1(0) B1(0)

Nach Absorption erhalten wir fiir ¢ := dp > 0, dass

sup |u| < sup [v] < Chnyq || u [[Le(B1(0))
B1/2(0) B1(0)

also die Behauptung.

/1]
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