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Teil I
Funktionentheorie

1 Holomorphe Funktionen

Definition 1.1 FEine Funktion f:U — C, U C C offen, heifst komplex differenzierbar
oder holomorph in zy € U , wenn

existiert, und in diesem Fall heifit f'(z0) die komplexe Ableitung von f an der Stelle
zo . f heiffit holomorph in U , wenn f in allen z € U holomorph ist.

Beispiel:
Die konstante und identische Funktion f , d.h. f(z):=a € C und f(z) := 2z , sind holo-
morph. Da endliche Summen, Produkte und Quotienten holomorpher Funktionen wieder
holomorph sind, sind Polynome p : C — C mit p(z) := ap+a12+...+a,2", ag,...,a, € C
und rationale Funktionen p/q fiir Polynome p,q auf [gq # 0] holomorph.

Weiter sind Summen von Potenzreihen > >°  a,z" innerhalb des Konvergenzradius
holomorph. Z.B. ist exp : C — C holomorph, und exp’ = exp .

d

Proposition 1.1 Fine Funktion f:U — C, U CC offen, ist holomorph in zy € U
genau dann, wenn f als Abbildung U C C =2 R? = R? in zy reell differenzierbar ist
und

ayf =10, f
in zo erfillt. Die letzte Gleichung bedeutet, daf$ der Realteil uw = Re(f) wund der Ima-
gindrteil v = Im(f) die Cauchy-Riemann-Gleichungen

Opu=0yv und Oyu = —0,v
erfillen.

Beweis:
Ist f holomorph in zy , so gilt

1ot B~ f(e) £
h—0 |h

=0,

und f ist in 2o reell differenzierbar mit reeller Ableitung Df(zg) : R> — R? gegeben
durch

Df(z0)h = f'(z0)h.
Da f'(2) €C, eg =1 und ey =i mit R? = C, folgt

9y f(z0) = Df(20)ea = f'(20) - i = if'(20)1 =i - Df(20)e1 = 10, f(20).



Schreiben wir f:=wu+iv mit u,v: U — R, so folgt
Oyu +i0yv = Oy f = 10, f = i(Opu + i0,v) = —0zv +i0,u in =z ,

also
Opu = Oyv, Oyu= —0,v in z.

Sei umgekehrt f reell differenzierbar in 2y und die Cauchy-Riemann-Gleichungen in
zo erfiillt, so folgt wie oben 0, f(20) = 105 f(20) , also

Df(z0)(a +iB) = Ox f(20)c + Oy f (20) 8 = On f(20)x + 10 f (20) B = 02 f (20)(c +iP3).

Damit rechnen wir

lim sup w - amf(Zo)‘ = lim sup ‘ f(z) = f(20) __3a:f(2'0)(2 —20) _
Z2—r20 0 Z—r20 zZ 20
= lim sup £(z) ~ f(zo|) _ Df|(z0)(z — 20)| =0,
Z—r20 zZ — 20
also
lim M = axf(zo) c R2 =~ C,
Z2—20 zZ— 2

und f ist holomorph in zy mit komplexer Ableitung f’(z0) = 0.f(20) € R>2 = C .
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Bemerkung:
Fiir die Jacobi-Determinante von f sehen wir mit den Cauchy-Riemann-Gleichungen

Jp =det(Df) = det ( ) = Dpudyv — Oyudyv = (Ozu)? + (9,v)? = |f'|*. (1.1)

Ozv Oyv

d

Definition 1.2 Fir eine stetige Funktion f:U — C, U CC offen, mit f=u-+iv,
u,v : U — R | definieren wir das komplere Wegintegral entlang eines stiickweise stetig
differenzierbaren Weges ~ :la,b] — U durch

/f dz = /(u+iv)(dm+idy) =

v

b
= /(udx — vdy) —i—z’/(vdw +udy) = /f(fy(t))fy’(t) dt,

Y Y a
also das Wegintegral tiber das komplexe Vektorfeld

(f,if)T = (u+iv,—v +iu)" = (“ > +¢<”>,



Proposition 1.2 Fir holomorphes f :U — C, U C C offen, erfillt das komplexe
Vektorfeld (f,if) das Integrabilititskriterium

ayf = 8;,3(1]0)

Beweis:
Dies folgt sofort aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen aus Proposition 1.1.

/1]

Satz 1.1 (Cauchyscher Integralsatz) Fir holomorphes f:U — C, U C C offen
und einfach zusammenhdngend, ist das komplere Wegintegral von f wegunabhdngig, d.h.

!fdzzo

fiir alle stiickweise stetig differenzierbaren geschlossenen Wege ~ in U .



Teil 11
Gewohnliche Differentialgleichungen

4 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Definition 4.1 Fine gewdohnliche Differentialgleichung oder ein gewdohnliches Differenti-
alsystem erster Ordnung ist eine Gleichung der Form

v =f(y) (4.1)

mit f:Q— R" QCRXxR". Eine Losung von (4.1) ist eine differenzierbare Funktion
y: I — R"™ auf eine nichi-degenerierten Intervall I CR mit

y'(t) = f(t,y(t)) firalletel,

insbesondere (t,y(t)) € Q firte I . Fir n=1 heifit (4.1) eine skalare Differentialglei-
chung.
Fiir (to,y0) € Q heifit y eine Lisung des Anfangswertproblems

y(to) = yo,

wenn y: I — R"™ eine Losung der Differentialgleichung (4.1) ist und tg € I und y(to) =

Yo -
Entsprechend heif§t die Gleichung

k;) = f('? y? y,? A ?y(k_l))
eine Differentialgleichung k—ter Ordnung, der Anfangsbedingungen der Form

yO(te) =y  firl=0,...,k—1

y(

hinzugefiigt werden kdénnen.

Bemerkungen:

1. Obige Differentialgleichungen heiflen explizite Differentialgleichungen im Gegensatz
zu impliziten Differentialgleichungen

fCyy) =0

2. Jede Differentialgleichung k—ter Ordnung kann durch Einfiihren weitere Variablen
z=y® eR"1=0,...,k—1 in eine Differentialgleichung erster Ordnung

lec—l = f(, 20521y ,Zk,l),

/
Rp—9 = Rk—1,

/
20 = 21,

dquivalent umformuliert werden.



3. Eine Differentialgleichung mit Parameter ist

Y =,y N).

Dies kann durch Einfithren von z = (y, ) in

v =rCy N,
N =0,
dquivalent umformuliert werden.
O
Beispiele:
1. Die Differentialgleichung
Y=y

hat y(t) = ae! als Losung. Tatséichlich sind dies alle Lésungen, denn fiir eine Losung
y setzen wir ¢(t) := e 'y(t) und rechnen

P(t) = —e"y(t) +e"y(t) =0,
also ¢ = a und y(t) = ae’ .

2. Fiir eine Losung des lineare Anfangswertproblem erster Ordnung

Yy =ay+b, y(0)=uyo,

sehen wir

also

y(t) = yo exp(/ a(s) ds) +/b(s) exp(/ a(t) dr) ds. (4.2)
0 0 s

Dies ist tatsdchlich eine Losung des Anfangswertproblems, wie man durch Differen-
zieren verifizieren kann.

3. Eine Differentialgleichung der Form

y' = f(t)g(y)

kann fiir g # 0 durch Separation der Variablen

y'(t)/g(y(t)) = f(t)



wie folgt gelost werden. Wir wihlen F,G mit
G'=1/g, F' =Ff

und sehen
d

2GW®) =y )/9(y(1) = f(t) = F'(2),

also

Gy(t) = F(t) + ¢

mit ¢ € R . Fiir ¢ >0 sehen wir G’ =1/g >0, und G ist streng monoton wach-
send, hat also insbesondere eine Inverse, und die Losungen der Differentialgleichung
sind gegeben durch

y(t) = GH(E(t) + ).

. Die Differentialgleichung

!

y =-y
hat y(t) = asint + Bcost als Losung.



Teil 111
Appendix

A Wegunabhingigkeit von Wegintegralen

In diesem Anhang geben wir einen Beweis fiir die Wegunabhéngigkeit von Wegintegralen
in einfach zusammenhéngenden Gebieten fiir Vektorfelder, die das Integrabilitdtskriterium
erfiillen und nur differenzierbar statt stetig differenzierbar sind. Dies wird zum Beweis des
Cauchy-Integralsatz, Satz 1.1, verwendet.

Lemma A.1 FEs sei f: U — R* U C R"™ offen, differenzierbar und erfille das
Integrabilitditskriterium

8ifj = 8sz f’[l:’f’ ’i,j = 1, R (Al)

Dann ist das Wegintegral von [ entlang zweier in U homotoper bzw. frei homotoper
geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Wege identisch.

Beweis:
Fiir zwei stiickweise stetig differenzierbare, in U homotope Wege +;,7 = 0,1, ist der
geschlossene Weg 9 @ (—7;) nullhomotop in U . Da

Zfdx—!fdx: /)fdx

YD (-7

und das Integral iiber konstante Wege verschwindet, geniigt es stiickweise stetig differen-
zierbare, geschlossene, in U frei homotope, Wege +;,j = 0,1, zu betrachten.

Zuerst betrachten wir eine zweifach differenzierbare freie Homotopie H : [0,1]x[0, 1] —
U mit

H(0,s) =H(1,s) fiir0<s<I, (A.2)
und zeigen
/ fde = / f da. (A.3)
H(.,0) H(.,1)
Setzen wir g : I = [0,1] x [0,1] — RZ% g(t,s) := f(H(t,5))0H(t,5),9st,s) =

f(H(t,s))0sH(t,s),y = (t,s) , so gilt

[ra= [ san [ ra= [ g
) [(0,0

H(.,0 0),(1,0)] H(.,1) [(0,1),(1,1)]

gdy = / g dy.

[(0,0),(0,1)] [(1,0),(1,1)]

und mit (A.2)

Daher miissen wir zeigen

/ g dy =0. (A.4)

ol



g ist differenzierbar und

n

Osgr = > ((0f;) 0 H)OH;:0.Hy + > _(fi o H)O H = dygs

ij=1 i=1

mit (A.1), also erfiillt g das Integrabilititskriterium in R? .
Angenommen (A.4) gilt nicht, also 7 := |f819 dy| > 0 . Durch halbieren der Steiten
des Quadrates I erhalten wir Quadrate Jp,...,Jy mit Seitenlinge 1/2 und

/gdy=/gdy+/gdy+/gdy+/gdy-

oI oJ1 0J2 0Js 0Ja

Also gilt fiir eines dieser Quadrate I; := J; fiir ein j € {1,...,4} , da8 |f811 g dy| >n/4.
Durch Anwenden von obigem Argument auf I; erhalten wir sukzessive eine Folge von
Quadraten I, C I;_; fir k € N mit Seitenlinge 27% und

( /g dy( > 47k, (A.5)
oL

Wihlen wir o, € I, beliebig, so gilt |yrs1 — yi| < diam I, = 272 , da ypyq €
Iiy1 € I . Dies ergibt |yern — vl < 305 [Uhet — Yhri—a] < 217FV2, und  (y)ken
ist eine Cauchyfolge, also konvergent, z.B. y, — yo . Da y; € I} C I fiir [ > k und I
abgeschlossen ist, folgt yo = lim;_oc 41 € Ii , also yo € N7 o1 -

Zu e > 0 existiert 6 > 0 mit

19(y) — 9(y0) — ¢'(y0)(y — yo)| < ely —wo| fiir [y —yol < 0.
Fiir 2752 = diam I, < 6 gilt I, C Bs(yo) , da yo € I, , also mit [Sch-a] Proposition
15.3

‘ / (g(y) —9(y0) = ¢'(wo)(y = yo)) dy‘ < esup |y — 4ol L(OIx) < 4' V2 e.
oIy,

Da g das Integrabilitidtskriterium erfiillt, ist ¢'(yo) symmetrisch, und die affine Funktion
y— g(yo) + ¢’ (yo)(y — yo) hat mit

y = (g(yo),y) + %yTg'(yo)y

eine Stammfuktion, also gilt

[ (v ow0) + g o)y —w)) dy =0tk € N,
oL

und
‘ /g dy‘ <4 hV2 e

a1,

Fiir 4v/2 ¢ <n widerspricht dies (A.5), und wir erhalten (A.4), also (A.3).



Nun betrachten wir zwei stiickweise stetig differenzierbaren, geschlossene, in U frei
homotope Wege v, : [0,1] — U,j = 0,1 . Es existiert also eine freie Homotopie H :
[0,1] x [0,1] = U mit

H(t,§) =~(t) fir0<t<1,5=0,1,

(A.6)
H(0,s)=H(1l,s) fur0<s<I.
Da H([0,1] x [0,1]) CU kompakt ist, existiert J >0 mit
Bs(H(t,s)) CU fir0<t,s<1. (A.7)

Wir setzen H(t,s) = H(t,1) fiir s > 1und H(t,s) = H(¢,0) fiir s < 0 und weiter
H(t,s) = H(1,s) fir t > 1 und H(t,s) = H(0,s) fiir t <0 . Damit ist H stetig auf ganz
R? fortgesetzt.

Wie am Beginn des Beweises von [Sch-a] Proposition 15.6 sehen wir fir H; p(t,s) :=
(1/h) tt+h H(r,s)dr = (1/h) foh H(t+7,s) dr , dal H;; und seine partielle Ableitung
O¢Hy )y, stetig sind und H;p — H gleichmifig auf kompakten Teilmengen fiir A — 0 .
Fahren wir sukzessive fort mit

s+ho t+h1
H,(t,s) := T H(r,0) dr do,
s t
1 S+}~12 t+l~11
Hi(t,s) == =—= / H,(7,0) dr do,
hihs

S

soist Hjp :[0,1] x [0,1] — R™ zweifach stetig differenzierbar und
|H(t,s) — Hi(t,s)| <6/3 fir0<t,s<1 (A.8)

fiir geeignete hy, ho, b1, ho > 0 . Setzen wir Ha(t,s) = Hy(t,s) — t(Hy(1,s) — H1(0,s)) ,
so ist Ho zweifach stetig differenzierbar mit

HQ(O,S) = H1(0, S) = HQ(LS) fir0<s<1 (AQ)
und mit (A.6), (A.8)
’Hl(t, S) — Hg(t, S)’ = t’Hl(l,S) - H1(0, S)’ <

<|Hi(1,s) — H(1,s)| + |H(0,s) — H1(0,s)] <2§/3 fiir0<t,s <1,

also
|H(t,s) — Ha(t,s)| <6 fir0<t,s<1. (A.10)
Mit (A.7) folgt H([0,1] x [0,1]) C U . Mit (A.3) und (A.9) erhalten wir
/ fdx = / f da. (A.11)
H>(.,0) (1)



Mit [Sch-a] Proposition 15.6 kann o durch zweifach stetig differenzierbare, geschlossene
Wege 7, mit gleichméfig beschrinktem Gradienten approximiert werden. Mit [Sch-a]
Proposition 15.5 gilt

/f dx—>/f dz fiir K — oo. (A.12)

Tk Yo

Setzen wir Hy(t,s) := (1 — s)yx(t) + sHa(t,0) , so ist Hj zweifach differenzierbar, da

A zweifach differenzierbar ist, Hy(0,s) = Hi(1,s) und mit (A.6) und (A.10)
|Hi(t,s) — H(t,0)] < s|Ha(t,0) — H(t,0)| + (1 — 8)|5x(t) —y0(t)] <& fir0<t,s<1

und k groB genug, also Hy([0,1] x [0,1]) C U mit (A.7). Da Hy(t,0) = 3 (t), Hr(t,1) =
Hj(t,0) fiir 0 <t <1, folgt mit (A.3)

Zfdx:Hk(/o)fdx: /)fdx: / fdx

He (1 Hs(.,0)

und weiter mit (A.12)

zuerst fir j =0 und genauso fiir j=1.
Mit (A.11) erhalten wir
/ fdx= / f dz,
Yo 7

und das Lemma ist bewiesen.

/1]
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