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1 Dualraum und Quotient

1.1 Der Dualraum

Definition 1.1.1. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine Linearform auf V ist
eine lineare Abbildung a : V — K. Sind «,  Linearformen und sind A, u € K, so ist
Aa + up, definiert durch

(Aa+up)(v) = Aa(v) + up(v),

wieder eine Linearform. Man sieht, dass V* ein linearer Unterraum des Vektorraums
Abb(V,K) ist.

Beispiele 1.1.2. (a) Ist V = K, so ist jede Linearform von der Form x — Ax fiir ein A € K.
(b) Ist V = K", so ist jede Koordinatenabbildung v ~ v; eine Linearform.

(c) Ist S eine Menge in V = Abb(S, K) der Vektorraum aller Abbildungen von S nach
K, so ist fiir jedes s € S die Punktauswertung 6, : V - K; f ~ f(s) eine Linearform.

Definition 1.1.3. Sei vy, ...,v, eine Basis von V. Fiir j=1,...,n sei v;.* die Linearform

v]*(Aﬂ)] +o Ayuy) = A

Warnung: Die Vektoren 07, ..., v; hingen von der Wahl der gesamten Basis

B = (vy,...,0,) ab, es sollte also besser (R heifden.

Beispiele 1.1.4. (a) Sei V =K"und ey, ..., e, die Standard-Basis. Dann gilt

X1

1 1
(b) Sei die Charakteristik von K # 2 und sei v; = ( 1 ), sowie v, = ( 1 ) Dann ist

v1, 0, eine Basis von K? und es gilt

Lemma 1.1.5. Ist vy, ...,v, eine Basis von V, so ist v, ..., v} eine Basis von V*, genannt die
duale Basis. Insbesondere ist V endlich-dimensional, falls V dies ist.

Beweis. Sei a € V*. definiere A; = a(v;). Wir behaupten, dass a = A0 +---+ A,v;. Es
reicht zu zeigen, dass diese beiden linearen auf den Basisvektoren iibereinstimmen. Es
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ist aber gerade
(A0} + -+ A0 ) (05) = A07 (0)) + -+ + 4,05 (0)) = Aj = a(;).

damit ist also a = A0} +---+ 4,05 und vy, ..., v; ein Erzeugendensystem. Um die
lineare Unabhéngigkeit zu zeigen nimm an wir habe eine Linearkombination der
Null: y19] +--- + p,v; = 0. Fiir 1 < j <n gilt dann

0= (o] +--- + w,vp) (v5) = W,

also py =---=u, =0.
Bemerkungen.

e [st V endlich-dimensional und vy, ..., v, eine Basis, so liefert die lineare
Abbildung gegeben durch v; — v einen Isomorphismus der Vektorraume
V — V*. Dieser hidngt allerdings von der Wahl der Basis ab.

e Ist V unendlich-dimensional, so ist V* nicht isomorph zu V (ohne Beweis).

Beispiele 1.1.6. (a) Ist V = K", so ist der durch die Standard-Basis induzierte
Isomorphismus V — V* gegeben durch x + x!, wobei x* fiir die transponierte
Matrix steht und damit fiir die lineare Abbildung v  x'y.

1 1
(b) Die Basis v; = ( 1 ) und v, — ( ) von K? induziert einen Isomorphismus

K? > (K?)* gegeben durch x — (3x)".
Lemma 1.1.7. Sei T : V - W eine lineare Abbildung, so ist T* : W* — V*, gegeben durch
T*(a)=aoT
eine lineare Abbildung. Sie heifst die zu T duale Abbildung. Es gilt
(AT + uS)* = AT* + uS*, sowie (ToR)* =R* o T,
wobei T,S:V - W, R:U - V linear sind und A, i € K.
Beweis. Wir miissen zuerst zeigen, dass f*(«) wieder linear ist. Hierzu rechnen wir

T (a)(Av+ uv') = a(T(Av + uv')
=a(AT(v) +uT (V)
~ Aa(T(0)) + pa(T(2")) = AT* (@) (0) + uT* (@) (2.
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Daher ist T*(a) wieder linear und T~ : W* - V* wohldefiniert. Als nédchstes ist zu
zeigen, dass a — T*(«a) linear ist. Dies sieht man durch

T*(Aa+ pp)(v) = (Aa + up)(T(v)) = Aa(T(v)) + up(T(v)) = AT*(a)(v) + uT*(B)(v).

Schliefilich ist zu zeigen, dass fiir festes a die Abbildung T — T*(«) linear ist, was man
dhnlich zeigt.

Am Ende schlieSlich zur Hintereinanderausfiihrung:
(ToeR)*(a)=ao(ToR)=(aoT)oR=(T"(a))oR=R*(T*(a)) =R* o T*(ax). O

Lemma 1.1.8. Die Duale Abbildung wird durch die transponierte Matrix dargestellt.
Genauer, sei T : V — W eine lineare Abbildung. Sei ‘B eine Basis von V und C eine von W.
Dann gilt

ML (T*) = (ME(T))".
Beweis. Sei A = MF(T), das heifdt
T(v)) = g”i,jwi-
Damit T*(wy ) (v;) = w;(T(v;)) = axj, also
T*(wy) = éak,jvj,
was gerade bedeutet, dass T* durch die Matrix A’ dargestellt wird. O

Korollar 1.1.9. Sei T : V — W linear, wobei V und W endlich-dimensional sind. Dann gilt

(a) dimBild T = dim Bild T*,

(b) dimkerT - dimkerT* =dim V —dim W,
(c) T injektiv < T* surjektiv,

(d) T* injektiv < T surjektiv,

(e) T bijektiv < T* bijektiv.

Beweis. (a) Sei T durch die Matrix A dargestellt. Dann ist dim Bild T gerade der Rang
von A. Dieser ist gleich dem Rang von A, also gleich dim Bild(T*).
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(b) Nach den Dimensionsformeln und Teil (a) ist

dimkerT - dimker T = (dimV - dimBild T) — (dim W* - dim Bild T*)
=dim V - dim W.

(c) T ist genau dann injektiv, wenn dimker T = 0 und dies ist nach (b) dquivalent zu
dimker T* = dim W — dim V oder dim V = dim Bild T* nach Dimensionsformel. (d)
folgt dhnlich und (e) folgt aus (c) und (d). O

Definition 1.1.10. Eine Sequenz von linearen Abbildungen
ubv=w

heifst exakt bei V, falls
kerS =BildT

gilt. Eine Sequenz

= Vi Vi=Vig— ...
heifit exakt, falls sie an jeder Stelle exakt ist.

Beispiele 1.1.11. (a) Ist V = U @ V eine direkte Summe zweier Unterrdaume, dann ist

die entstehende Sequenz
0O-U-V-W-0

exakt.

(b) Fiir jede lineare Abbildung T': V — W ist die Sequenz
0-ker(T) >V — W

exakt.

(c) Ist
u-Lv-=>w

exakt, dann ist insbesondere So T = 0.

Lemma 1.1.12. Die Dualisierung verwandelt exakte Sequenzen in exakte Sequenzen, d.h. ist
u-ov-w

exakt, dann ist
WX— S_) V>(— L) u*

exakt.
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Beweis. Esist (T*) o (5*) = (SoT)* =0 und damit folgt Bild(S*) c ker(T*). Sei also
acker(T*).,dh.aoT =0, also a(Bild(T)) = 0 und damit a(ker(S)) = 0. Wir definieren
B :Bild(S) - K durch f(S(v)) = a(v). Da a(ker(S)) =0, ist  wohldefiniert. Dann ist 3
linear und kann durch die Wahl eines Komplemantdrraums nach W fortgesetzt
werden. Dann ist f € W* und a = 5*(), also a € Bild(S*). O
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