1 Blatt1

1. Seien X, Y,Z Mengen, f : X = Y, g: Y — Z Abbildungen und g o f : X — Z die Komposition von f
und g. Beweise:

(a) Zeige

f und g injektiv = g o f injektiv
= f injektiv.

(b) Zeige

f und g surjektiv = g o f surjektiv
= g surjektiv.

(c) Gib ein Beispiel, in dem g o f injektiv ist, g aber nicht.
(d) Gib ein Beispiel, in dem g o f surjektiv ist, f aber nicht.

Losung: (a) Seien f und g injektiv und seien a,b € X mit g(f(a)) = go f(a) = go f(b) = g(f(b)). Da g
injektiv ist, folgt f(a) = f(b) und da f injektiv ist, folgt a = b also ist g o f injektiv.

Fuer die zweie Implikation nimmm an, dass g o f injektiv ist. Seien dann a,b € X mit f(a) = f(b).
Dann folgt g o f(a) = g(f(b)) = g(f(b)) = g o f(b) und da g o f injektiv ist, folgta = b.

(b) Seien f und g surjektiv und sei z € Z. Da g surjektiv ist, gibt es ein y € Y mit g(y) = z. Da f
surjektiv ist, gibt es ein x € X, so dass f(x) = y. Dann folgt z = g(f(x)) = g o f(x) und da z beliebig
war, ist g o f surjektiv.

Fuer die zweite Implikation sei f o g surjektiv und sei z € Z. Dann gibt es ein x € X mit

z = go f(z) = g(f(2)). also gibt es ein y € Y, ndmlich y = f(x) mit g(y) = z und daher ist g surjektiv.
(c) Seien X = {1} =Zund Y = {1,2} und f(1) = 1, sowie g(1) = g(2) = 1. Dann ist g nicht injektiv,

g o f = 1dx aber schon. Dasselbe Beispiel funktioniert fuer Teil (d). |

2. (a) Sei f eine invertierbare Abbildung. Zeige, dass die Abbildung ¢ mit f o ¢ =Idy und go f = Idx
eindeutig bestimmt ist. Wir nennen sie die inverse Abbildung oder Umkehrabbildung und
schreiben g = f~1.

(b) Zeige, dass eine Abbildung f : X — Y genau dann invertierbar ist, wenn sie bijektiv ist.

Losung: (a) Wir nehmen an, es gibt eine weitere Abbildung /: Y — X mitho f = Idx und
f oh =1dy. Dann gilt

g:goldyzgo(foh):(gOf)Oh=IdXOh=h,

also ¢ = h wie behauptet.
(b) Sei f : X — Y eine Abbildung. Wir miissen zeigen:

f invertierbar & f bijektiv.

“=" Sei f invertierbar und sei f~! die Umkehrabbildung. Sind x,x’ € X mit f(x) = f(x’), so gilt

x =1Idx(x) = f1o f(x) = FU(f(x) = FHf(x')) = Idx(x') = ¥/, also x = x/, somit ist f injektiv. Sei
ferner y € Y, so gibt es ein x € X, ndmlich x = f~1(y) mit f(x) = f(f"'(y)) = y, also ist f auch surjektiv.
“«<" Sei f bijektiv und sei y € Y. Dann existiert ein x € X mit f(x) = y, da f surjektiv ist. Da f
obendrein injektiv ist, ist x eindeutig bestimmt. Wir definieren also g(y) = x. Wir machen dies fiir
jedes y € Y und definieren so eine Abbildung ¢ : Y — X, die nach Definition die Gleichung

f o g =Idy erfiillt. Sei x € X und sei y = f(x), dann folgt x = g(y) und also g(f(x)) = x und also auch
go f = Idx. O



3. Sei o € Per(n), der Permutationsgruppe von {1,2,...,n}. Zeige, dass es fuer jedes Element
x€i{l,2,...,nleinl € N gibt, so dass
al(x) = x.
Folgere, dass es ein N € IN gibt, so dass
oV =1d.

Losung: (a) Betrachte die Folge x, o(x), o%(x),.... Da die Menge {1,2,...,n} endlich ist, muss es
k,I € N geben mit **(x) = o*(x). Dann folgt

al(x) = o_k(ak(ol(x))) = a‘k(ak”(x)) = o_k(ak(x)) = x.

(b) Nach Teil (a) gibt es fuer jedes x € {1,...,n} ein [(x) € Ny, so dass "™ (x) = x. Sei
N =IDI2)---I(n). Seinun x € {1,...,n} und sei k = Hj;tl(x) I(j) = I(1)I(2) - - - I(m)/I(x). Dann gilt
0'®(x) = x und daher gilt mit [ = I(x)

GN@:(al)"m:al(al(...(i@)...)):...:x.

4. Sei G eine Gruppe, so dass fuer jedes Element x € G gilt x> = 1. Zeige, dass G abelsch ist.

Losung: Die Voraussetzung besagt, dass a = a~! fuer jedes a € G gilt. Seien a,b € G. Dann gilt
ab=(ab)' =b1a7! = ba.



2 Blatt2

1. Schreibe die Additions- und Multiplikationstabellen fuer die Koerper IF5 und F; auf.

Losung: IF5:
+10(1]2|3 |4 x|0(1]2]3|4
0(0]1({2|3]4 0(0({0{0|0|0O
11172340 110(1(2|3|4
21213401 210(2/4|1|3
313[4/0|1|2 310|3]1(4]|2
414/0/1(2]|3 4104|321
Fy:
+]10(1]2(3|4|5|6 x|0[1]2[3|4|5]|6
0(0]1]2]|3|4|5]|6 0(0{0]0O|0O|0O]O]|O
11112|3[4]5/6|0 110/1|2|3|4|5|6
21213(4|5(6|0]1 210(2(4/6]1|3]|5
3(3[4[(5|/6(0]1]2 310[3(6(2]|5|1]4
414/5/6/0/1(2]|3 410/4]/1(5|2|6]|3
5/5/6[{0[1|2]3|4 510[5(3|1]6|4]|2
6(6/0[1]2|3]4]|5 6/0/6/5|4(3|2]|1

O

2. Seien K ein Korper und x, ..., X, Yo, ..., Yyn € K mit x; # Xj furi # j. Zeige, dass es genau ein Polynom
f € K[x] vom Grad < n gibt, so dafs f(x;) = y;, fueri=0, ..., n.

Hinweis: Konstruiere zunichst Polynome g, € K[x] von Grad < n mit

1=k
S =10 iek

g, (x)

Losung: Fuer g, (x) = [Tk (x — x;) gilt 8, (xx) # 0. Daher kann man definieren gi(x) := FAEDE Dieses
k
Polynom erfuellt
(x;) = 1 i=k
SKY) =Y 0 i#k
Das Polynom f(x) = Z';:l y;gj(x) erfuellt dann die Behauptung. o

3. Welche der folgenden Teilmengen von IR?, R® oder Abb(R, R) sind Untervektorraume? (Antwort
mit Begriindung!)

X1

@ A={| x» |[eR¥:x;=x=2x3} CR®
X3

:{( X1 )ele:x%+x‘21:0}c]R2

X2

(c) C:{( ¢ )e]Rz:y,/\e]R}c]R2

(d) D ={f € Abb(R,R) : f(x) = f(—x) fuer alle x € R} ¢ Abb(R, R)
X1

() E={| x20 |eR3:x;>x} CR3
X3

(b) B



Losung: (a) Dies ist ein Unterraum. Beweis durch Nachrechnen.

(b) Dies ist ebenfalls ein Unterraum, denn es ist der Nullraum.
(c) Dies ist kein Unterraum, denn mit ¢ = 0 und A = 1 sieht man, dass ( } ) in C liegt, aber
(—1)( } ) = ( j ) liegt nicht in C, denn esgibt kein A € R mit A? = —1.

(d) Ist Unterraum. Nachrechnen.

1 1 -1
(e) Kein Unterraum, da[ 0 } € E, aber (—1)( 0 } =| 0 [¢E. O
0 0 0

. Eine Abbildung f : R — R heisst periodisch, falls f(x +1) = f(x) fuer alle x € R. Zeige: Die Menge der
periodischen Abbildungen ist ein Unterraum von Abb(R, RR).

Losung: Ist Unterraum. Nachrechnen. ]



3 Blatt3

1. Seien V ein Vektorraum und vy, ..., vx € V linear unabhéngig. Sei w € V so dafs v1 + w, ..., vy + w linear
abhéngig sind. Zeige: w liegt im Span von vy, ..., .

Losung: Es gibt A4, ..., Ay € K, nicht alle Null, so dass A1(v1 + w) + - -+ + (v + w) = 0 gilt. Mit
A=A +.. A giltdann Aoq + - -+ + A0 = —Aw. Angenommen, A = 0. Dann folgt aus der linearen

Unabhaengigkeit von vy, ..., v, dass A1 = A1 = --- = 0, was der Voraussetzung widerspricht! Es folgt
also A # 0, dividiert man dann durch —A, so erhaelt man
A A
- — - +oee+ —
w 1 (%I 1 Ok
und damit liegt w im Span der v;. O

2. (a) Seivy, ..., v, eine Basis des Vektorraums V. Zeige, dass die Abbildung
K'—>YV,

A
[ An

(b) Sei p eine Primzahl und F, der Kérper Z/pZ mit p Elementen. Sei V ein Vektorraum ueber IF,
der Dimension n. Wieviele Elemente hat V?

= Ao+ -+ Aoy

eine Bijektion ist.

Losung: (a) Sie ist surjektiv, da die Basis erzeugend ist und sie ist injektiv, da wegen die
unabhaengigkeit jeder Vektor genau eine Darstellung als Linearkombination hat.

(b) Nach Teil (a) gilt |[V| = |IF;‘| =p" O

a c 2
(3 4)=x
c = 0.

genau dann linear abhéngig sind, wenn ad — bc =

3. Zeige, dass zwei Vektoren

Losung: Sind die Vektoren linear abhaengig, dann ist einer ein Vielfacher des anderen. Ohne
Einschraenkung koennen wir annehmen, dass beide Vektoren ungleich Null sind und dass (3) = A(})
ist fuer ein A # 0. Das bedeutet dann ad — bc = Aab — Aab = 0.

Umgekehrt gelte ad — bc = 0 und es seien beide Vektoren ungleich Null. Ist ad = 0, dann auch bc und
dann bleiben folgende Moeglichkeiten: (2), (2) oder (g), (;)- In beiden Faellen sind die Vektoren linear
abaengig. Es sei also ad # 0 und damita # 0 # 4. Dann folgt

b(c) _ % B %d _[a
a\d] " \v) \b) \b
und damit sind die Vektoren linear abhaengig. m|

4. Seien vy, ..., vx € Q" linear unabhéngig ueber Q. Zeige: vy, ..., v sind linear unabhéingig ueber R.

Losung: Ergaenze die Vektoren zu einer Basis vy, ..., v, von Q". Dann lassen sich die
Standard-Basisvektoren ey, ..., e, als Linearkombinationen der v; ausdruecken. Da diese auch den
R-Vektorraum R" aufspannen, erzeugen vy, ..., v, den R-Vektorraum R". Dieser hat Dimension n
und daher ist vy, ..., v, eine Basis von R" und insbesondere linear unabhaengig ueber R. O



4 Blatt4

1. Seien V ein Vektorraum und U, U’, W Unterrdume. Beweise oder widerlege:

@U+W=UsWcl,
b)) U+ W=U+W=U=U".

Losung: (a) ist korrekt:

"=":Esgit WcU+W=U.

"&": Ist W c U, dann folgt U+ W c U + U = U. Da die Inklusion U C U + W ohnehin klar ist, folgt
Gleichheit.

(b) ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist U = W = K der Koerper und U’ = 0. |

(3)-(4)

3. Sei F : V — V eine lineare Abbildung und sei v € V ein Vektor, sowie n € IN mit der Eigenschaft, dass
F'(v) # 0, aber F**1(v) = 0. Zeige, dass die Vektoren v, F(v), F?(v), ..., F*(v) linear unabhéngig sind.

2. Sei T: K? — K? gegeben durch
bestimme Kern und Bild von T.
Losung: Seien Ay, ..., A, € Kmit Agv + A1Fv + - -+ + A,F"v = 0. Damit folgt

0= P”(on + A Fo+-+ /\nP”v)

= AoF"0 + MF"™ o+ - + A, FP™0

0
= /\()an.

Da F'v # 0, ist Ag = 0. Man ersetzt v durch Fv und n durch n — 1. Dann kann man denselben Schluss
nochmal anwenden und erhaelt A1 = 0 und so weiter bis A,, = 0. O

4. Sei V ein Vektorraum und P : V — V linear mit der Eigenschaft, dass
PoP=P.
Zeige, dass es eindeutig bestimmte Unterrdume U, W C V gibt mit V = U ® W und
Plu+w)=w

tir jedes u € U und jedes w € W. (Man nennt eine solche Abbildung eine Projektion.)

Losung: Wir behaupten, dass V = ker P @ BildP. Sei zunaechst u € ker P N BildP. Dann ist u = Pw
fuer ein w € V, also ist
0=Pu=Pw=Pw=u.

Die beiden Rdume haben also trivialen Schnitt. Sei nun v € V beliebig. Dann gilt
P(1 —P)o = (P — P?)v = (P — P)v = 0, also ist (1 — P)v € ker P. Andererseits ist Pv € BildP und wir
haben

v=(1-P+P)v=(1-P)v+ Pv € kerP + BildP.
Zur Eindeutigkeit: sind U, W wie in der Aufgabe, dann folgt sofort U C ker(P) und W cC Bild(P). Ist
umgekehrt v € ker(P), dann schreibt man v = u + w mit u € U und w € W. Es ist dann
0 = P(v) = P(u + w) = w und damit liegt v = u in U, also U = ker(P). Schliesslich betrachte
v’ € Bild(P), also v" = P(v) fuer ein v € V. Schreibe wieder v = u + w, dannist v’ = p(u + w) =w € W,
also W = Bild(P). O



5 Blatt5
1. Sei V = {f € K[x] : grad(f) <3} undsei T : V — V gegeben durch

Tf(x) = f(x+1).
Berechne die Matrix von T bezueglich der Basis (fo, f1, f2, f3) = (1, x, x%, x3).

Losung: Es gilt

Tfo(x) = fo(x+1) =1 = fo
THx)=x+1 = fi+fo
Thx)=@x+1)?=x>+2x+1 = H+2f+fo
THx) = (x+1)° =2 +3x% +3x +1 = A +3H+3f + fo.
Also ist die gesuchte Matrix gleich

1111

012 3

0 013

0 001

2. Seien K ein Koerper und S € M,,(K) eine Matrix mit der Eigenschaft, dass
vw=0 = o'Sw=0.
Zeige, dass S = Al fuer ein A € K.
Loesung. Seil <i,j < nmiti # j und seien ¢; ¢; die Standard-Basisvektoren. Dann gilt
S;j = e€iSej = 0.

Daher ist S eine Diagonalmatrix. Seien d, ..., d, die Diagonaleintrdge. Sei 1 < j < n — 1 und seien
v=(,...,0,1,-1,0,...,00 und w = (0,...,0,1,1,0,...,0)!, wobei de erste 1 an der j-ten Stelle steht.
Dann gilt v'w = 0 und daher

0= vtSw = d] - d]'+1.

Daher sind alle d j gleich. O

3. (Blockmatrizen) Seien S und T zwei Matrizen so dass ST definiert ist. Teilen wir S und T in kleinere
Untermatrizen auf, schreiben also

A B X Y
s=(¢o) =z w)
wobei wir annehmen, dass die Blockaufteilung so ist, dass AX existiert. Zeige, dass

o7 (A BY(X Y\_(AX+BZ AY+BW
“\c p)\lz w)=\cx+pz cy+pw )

Losung: Die Bedingung, dass ST und AX definiert sind, impliziert, dass die Blockgrofien wie folgt
verteilt sind:

k m q r
et VN —
n { A B und Kk { X Y



Daraus ergibt sich

1<i<n, 1<j<k = Sij = Aijj
1<i<n, 1<j<m = Sij+k = Bijj
1<i<p, 1<j<k = Sitn,j = Cijj
1<i<p, 1<j<m = Sitn,j+k = Dij
sowie
1<i<k 1<j< = Tij = Xi;
l1<i<k 1<j<r = Tijaqg = Yi
1<i<m, 1<j<q = Tivkj=Zij
1<i<m 1<j<r = Tisk,jrqg = Wi
Istnun1 <i<n, 1<j<k dann folgt
k+m
(ST)ij = Y SinTy,
v=1
k m
=) SiyTyi+ Z SivikTvik j
v=1 v=1
k m
= ZAi,va,j + Z Bi,va,j
v=1 v=1
= (AX)Z',]' + (BZ)Z',]'.
Die anderen Faelle folgen analog. O

4. Seien U, V, W endlich-dimensionale Vektorrdume. Eine Sequenz von linearen Abbildungen:

U%VLW

heisst exakt bei V, wenn Bild(«) = ker(f) gilt. Insbesondere ist dann f o & = 0. Eine Sequenz

0 U——v—w_——o (1)

heisst kurze exakte Sequenz, falls sie bei U, V und W exakt ist.
Zeige: Ist (1) eine kurze exakte Sequenz, so ist a injektiv, § surjektiv und es gilt

dimV = dim U + dim W.

Losung: Der Kern von «a ist das Bild von 0 — U, also Null und damit ist « injektiv. Das Bild von f ist
der Kern von W — 0, also ganz W und damit ist § surjektiv.

Nach der Dimensionsformel gilt zunaechst dim Bilda = dim U, da «a injektiv. Da  surjektiv ist, gilt
dim Bildp = dim W. Nach der Dimensionsformel gilt daher

dim V = dim(ker ) + dim(Bildf) = dim U + dim W. O



6 Blatto

1. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Gibt es eine lineare Abbildung T : V — V mit
Bild(T) = ker(T)?

Losung: Es gibt eine solche Abbildung genau dann, wenn die Dimension dim V gerade ist.

Sei T eine solche Abbildung. Nach der Dimensionsformel gilt
dim V = dim ker(T) + dim Bild(T) = 2 dim ker(T),

also ist die Dimension von V gerade. Umgekehrt sei dim V gerade, also V = K*' = K" x K". Sei T die

lineare Abbildung auf K" x K" mit der Matrix ( 8 é ), wobei I die nn X n Einheitsmatrix ist. Dann ist

ker T = BildT = K" x {0}. O
2. Sei A € M3(Q) die Matrix und b € Q> der Spaltenvektor:
1 2 3 3
A = 4 5 1 ’ b = 5
3 3 -2 2

Bestimme die Loesungsmenge L = {x € Q? : Ax = b}. Beschreibe L in der Form L = vy + U, wobei
vo € Q* und U ein Unterraum ist. Gib eine Basis von U an.

Losung: Wir bringen die Matrix (A|b) auf Zeilenstufenform:

1 2 3|3 1 2 3
45 1|/5]|~»]|]0 -3 -11
3 3 -2

2
-7
-7

2 0 -3 -11
1 2 3 2
~ |0 1 11/3]7/3 |
00 0 0

x
Wir sehen, dass A den Rang 2 hat, also ist U = ker(A) eindimensional. Um einen Basisvektor [ y ]
Z

von U zu bestimmen, koennen wir z beliebig waehlen, sagen wir z = 1. Dann folgt v + %z =0, also
y= —%. Ferneristx +2y +3z=0,alsox = -2y -3z = % -3= % Damit ist

13
33
1 3

X
Schliesslich bestimmen wir eine Grundloesung vy = [ y ] Esisty+ ¥z=1% alsoy=-1.
z

mlG

U=Q

Schliesslich gilt x + 2y + 3z = 2,alsox =2 -2y -3z =2+ 8 -3 = 3. Es folgt vy = [ -1 | Damit ist die

1

Loesungsmenge L gleich



[N )

1 1
3. Berechne die Inverse der Matrix| 0 0
1 2

Losung: Wir rechnen mit dem Gaufs-Algorithmus:
10 1/1 00
01 0/010
112|001
1011 00
~|10 100 10
01 1/-101
1011 0 O
~|0 100 1 O
001]-1 -11
1002 1 -1
~|010[0 1 0
00 1]-1 -1 1
Damit ist
2 1 -1
0 1 0
-1 -1 1
die gesuchte Inverse, wie eine Probe bestatigt. O

4. Zeige, dass jeder Unterraum der Dimension > n(n — 1) von M,(K) eine invertierbare Matrix enthaelt.

Erste Loesung: Wir zeigen allgemeiner, dass jeder affine Unterraum X + V der Dimension > n(n — 1)
eine invertierbare Matrix enthaelt. Wir benutzen Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Sei die
Behauptung also fuer n gezeigt.

Lemma. Sei U C M;4+1)xx(K) ein Unterraum der Dimension n®. Fuer jedes1<j<mn+1sei

p: U — M,(K), ( g ) — D. Dann gilt: Nach einer geeigneten Zeilenvertauschung ist
dim Bild(p) > n(n - 1).

Beweis des Lemmas: Fuerjedes1 < j<n+1seip;: U — M,(K) die Projektion, die durch
Wegstreichen der j-ten Zeile entsteht. Es gilt n* = dim U = dim ker(p;) + dim Bild(p;) und daher ist
dim Bild(p;) < n(n — 1) d&quivalent zu dim ker p; > n. Angenommen, dies ist fuer alle j der Fall, dann
0

a ] mit beliebiger j-ten Zeile 2 und Nullen sonst. Dann ist
0
aber U schon der ganze Raum M;,.1),,(K), Widerspruch!

enthaelt U also alle Matrizen der Form

Das bedeutet also dass es ein j gibt mit dim Bild(p;) > n(n — 1), was aequivalent ist zur Behauptung.
Das Lemma ist bewiesen. |

Um den Induktionsschritt auszufiithren sei V. C M,,41(K) mit dim(V) > (n + 1)n und sei S eine
gegebene Matrix in M,;41(K). Wir koennen dim(V) = (n + 1)n + 1 annehmen. Ferner koennen wir

nach Zeilen und Spaltentransformationen annehmen, dass S = ( (1) 12 ) fuer ein A € M,,(K). Sei

W C M,,;1(K) der Unterraum aller Matrizen der Form ( 8 2 ), also mit erster Zeile und Spalte Null.



Es gilt
dim(VNW)=dimV +dim W — dim(V + W)

> dim V +n? — (n + 1)
=m+Dn+1+n*—n+1)»>
=nn-1)

1.Fall. Wir haben dim V. N W > n(n — 1). Nach Induktionsvoraussetzung enthaelt V N W eine Matrix

( 8 g ),sodassS+( 8 g ):( (1) A+g )invertierbarist.
2. Fall. Es gilt dim(V N W) = n(n —1). Seim: V — M, (K) die Abbildung( ch Db ) - ( i g ) Dann

ist VN W = ker(n) und daher
dimBild(nr) =dimV —dim(VNW)=n(n+1)+1-n(n—-1)=2n+ 1.

a b

Insbesondere ist daher die Abbildung V — K'*1, ( c D ) + (a, b, c) surjektiv. Sei

i g )n—)( g ) Dann ist
dim Bild(g) = dim(V N W) + n = n(n — 1) + n = n>. Nach dem Lemma koennen wir annehmen, dass
nach Zeilenvertauschung die auftretenden D’s einen Raum D der Dimension > n(n — 1) bilden.

q:V = Mg11)xn(K) gegeben durch (

Wir ersetzen S durch die Matrix, die aus S durch diese Zeilenvertauschung hervorgeht. Es gibt dann

einT = ( : QS ) € V,sodass S + T von der Form ( (1) 12 ) ist, fuer ein A € M,,(K). Nach

Induktionsvoraussetzung gibt es eine Matrix B € D, so dass A + B invertierbar ist. Dann enthaelt
.. . . 1 0

S+ V =S5+T+V die invertierbare Matrix ( 0 A+B ) m|

Zweite Loesung: Es reicht anzunehmen, dass dim V = n(n — 1) + 1ist. Fuer 1 <i,j < n sei

@jj : My(K) — K gegeben durch a;i(A) = A;;. Die Menge der a;; ist eine Basis des Raums

Lin(M,(K), K). Dann sind die Einschraenkungen a;j|y nach V ein Erzeugendensystem von Lin(V, K),
es gibt also eine Teilmenge T' C {1,. .. ,1}? so dass a(T) = {aij : (i, j) € T} eine Basis von V* ist. Nach
der Annahme folgt |T| = n(n — 1) + 1. Sei S das Komplement von T, dann gilt |S| = n — 1. Wir
bezeichnen die Elemente von S als “schlechte Stellen” die anderen als gute. Die Abbildung

V — K-+l = (B et Katij, 0> X jer @;j(0) ist ein linearer Isomorphismus. Man kann also an
allen guten Stellen beliebige Werte x; j vorgeben und findet stets eine Element v € V mit a; j(v) = x; ;
fuer alle (7,j) € T.

Wir zeigen nun durch Induktion nach 7, dass wir alle schlechten Stellen durch Zeilen- und
Spaltenvertauschungen unter die Diagonale bringen koennen. Hieraus folgt die Behauptung, da wir
dann die Werte einer Matrix in V fuer die Diagonale und oberhalb vorschreiben koennen. Es gibt
dann insbesondere eine untere Dreiecksmatrix in V mit Einsen auf der Diagonalen. Diese ist
invertierbar.

Nun also zum Beweis, dass alle schlechten Stellen unter die Diagonale gebracht werden koennen.
Fuer n = 1 ist nichts zu zeigen, sei also n > 1 und die Behauptung gezeigt fuer n — 1. Da nicht jede
Zeile eine schlechte Stelle enthalten kann, koennen wir annehmen, dass die erste Zeile keine
schlechte Stelle enthaelt. Durch Spaltenvertauschungen koennen wir eine schlechte Stelle in die
erste Spalte transportieren. Nach Induktionsvoraussetzung koennen die 1 — 2 schlechten Stellen, die
in der Matrix mit Indizes in {2, ..., n} liegen, unter die Diagonale gebracht werden, wobei nur
Spaltenvertauschungen verwendet werden, die die erste Spalte unveraendert lassen und nur solche
Zeilenvertauschungen, die die erste Zeile unveraendert lassen. Dabei bleibt auch die schlechte Stelle
in der ersten Spalte unterhalb der Diagonalen und die Behauptung folgt. |
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1. Fiir a,b € Q sei das lineare Gleichungssystem:
2x+y=1
ax—y=>b

tiber K = Q gegeben.

(a) Fiir b = 1 bestimme alle a € Q, fiir die das System l6sbar ist.

(b) Fiir a = —1 bestimme alle b € Q, fiir die das System losbar ist und ermittle alle Losungen.

Losung: (a) Wir behandeln die Matrix des Sytems durch Zeilentransformationen

2 11
a -1|1
- 2 1 1
0 -1-a/2|1-a/2 |
Ist =1 -5 # 0, also a # —2, dann ist das System losbar, da die Zeilenstufen-Matrix invertierbar ist. Im
Fall a = -2 liegt der Vektor (1_11 ) = (;) nicht in Bild der Matrix ( 2 ! ) = ( 12 ), da sein

1 -1-a/2 0 0
zweiter Eintrag ungleich Null ist.

(b) Wir benutzen wieder Zeilentransformationen
2 1 |-1
1 -1| b
- 2 1 -1
0 -3/2|b+1/2
M( (1) /2] -1/2 )

1 | -@b+1)/3
M(1 0

(2b+1
S -1
0 1|-(2b+1)/3

Der eindeutig bestimmte Loesungsvektor lautet also
(x)_(2b6+—1 _%)_( b—gl )_ 1( - )
T\ o )T\ 2] T 3lop—1)
y —2t — 2t 3\-2b-1

2. Bestimme den Rang der folgenden Matrizen

000 1 0

1111 1 § ; ; 701 0 0
A=|11 2 3 |,B= 2 3 4 4 ,C=11 00 13 0
2 353 12 2 9 000 0 O
000 01



Losung: Wir verwenden Zeilentransformationen:

— cH

— AN O

—

— — N

1111

0131
1111

0012

~(0 01 2

~|1 01 31

Damit ist der Rang von A gleich 3. Ferner

-1 2 2

0

11
1211

0 0

0111

0 03 3

0 011

1211
0111

0 011

0 00O

Der Rang von B ist demnach gleich 3. Schliesslich zu C:

1 0
OOJ

000

7 01
C=]1100 13 0

000 0 O

000 01

J

J

oo oo
co oo -

M RN
Co-ocoo = T2
o000 o—-oo0o
coocoocoo cocoocoo
~NOOO OO 0O

Der Rang, also die Dimension des Bildes ist 4.



3. Sei D : M,(K) — K eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
(@) D) =1,

(b) D istin jeder Zeile linear,
(c) D(A) =0, falls A zwei gleiche Zeilen hat.

Zeige, dass D(A) = det(A) fuer jedes A € M,,(K) gilt.
Losung: Wir zeigen D(EA) = D(E)D(A), falls E eine erweiterte Elementarmatrix ist. Indem man den
Beweis von Satz 3.2.1 so umschreibt, dass man jedesmal “D” statt “det” schreibt, sieht man

(a) Falls die Matrix B aus A durch Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen hervorgeht
(Zeilentrafo 1), so gilt
D(B) = D(A).

(b) Falls B aus A durch Multiplikation einer Zeile mit y € K hervorgeht (Zeilentrafo 2), so gilt
D(B) = uD(A).

(c) Falls die Matrix B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen hervorgeht (Zeilentrafo 3), so gilt
D(B) = —D(A).

Dies impliziert die Behauptung. Die Elementarmatrizen entstehen jeweils durch die entsprechende
Zeilentranformation angewandt auf die Einheitsmatrix, was aus EI = E folgt. Damit folgt auch
D(E) = det(E) fuer jede Elementarmatrix. Sei nun A € M,,(K) beliebig. Dann ist A ein Produkt von
Elementarmatrizen A = Ej, ..., E;. Es folgt dann
D(A) = D(E: - -- Eg)
= EsD(Ez+++Ex) = -+ = D(E)D(E2) -+ D(Ex)
= det(Eq) - - - det(Ex) = det(Eq - - - Ex) = det(A). |

4. Sei U C R" ein Unterraum und sei U¢ C C" der C-Vektorraum, der von U erzeugt wird. Zeige, dass

UC:U®iU:{u+iv:u,veU}

und dass
d1m1R(U) = dlmq:(uC)

Zeige ferner, dass jede R-lineare Abbildung T : U — R™ eindeutig zu einer C-linearen Abbildung
Tc : Uc — C" fortgesetzt werden kann und dass dann

kerT = RfNnkerT¢ sowie (ker T)(E = ker (TC)
gilt.

(Es darf benutzt werden, dass Aufgabe 4, Blatt 3 auch fuer die Koerper R C C gilt.)

Losung: Der reelle Vektorraum il liegt in Ug, daher liegt U + iU in Uc. Die Summe ist direkt, da

R" NiR" = (]R N ilR)n = 0. Schliesslich ist der reelle Unterraum U & ill C U abgeschlossen unter
Skalarmultiplikation mit Elementen von C, denn fuer A = x + yi € Cund u +iv € U @ iU gilt

/\(u + iv) = (x + yi)(u + iv) = xu + xiv + yiu — yo = (xu - yv) + i(yv + yu).



Sei v4,...,v eine Basis von U. Da U¢ von allen reellen Linearkombinationen der v j erzeugt wird,
wird er auch von den vy, ..., v, erzeugt, diese bilden also ein Erzeugersystem des komplexen
Vektorraums Ug. Andererseits sind sie auch ueber C linear unabhaengig nach Aufgabe 4, Blatt 3,
also eine Basis und damit ist dimg U = k = dim¢ U¢. Sei nun weiter T : U — R™ linear. Da die
v1,...,U auch eine Basis von Ug bilden, definieren die Bilder T(v1), ..., T(vk) eine eindeutig
bestimmte C-lineare Abbildung U¢ — C™.

Die Inklusion ker T ¢ R N ker T¢ ist klar.

Sei v € R N ker T¢. Nach Definition ist T¢|ge = T und daher folgt 0 = T¢(v) = T(v) und damit
vekerT.

Zur Inklusion (ker T)(E C ker (TC): Seiv € (ker T)C. Dann ist v = v1 + iv, mit v1,v; € ker T. also folgt

Tc(v) = Te(v1) + iTc(v2) = T(v1) +iT(v2) = 0.
Nun zu (ker T)C D ker (TC). Sei v € ker(T¢). Dann ist v = v1 + iv, mit v1, v, € U. Es gilt dann

0 = Te(vr + ivp) = Te(o1) + iTe(v2) = T(v1) +iT(v2) € R" @ iR™.

Damit ist T(v1) = 0 = T(vy), also ist v € ker(T) + i ker(T) = ker(T)¢. O
. (Bonusaufgabe)

(a) Sei U c M, (R) ein Untervektorraum. Der Raum U¢ € M,,(C) enthalte eine invertierbare Matrix.
Zeige, dass auch U eine invertierbare Matrix enthaelt.
(Es darf benutzt werden, dass ein Polynom # 0 nur endlich viele Nullstellen hat. Nimm an, dass
die Determinante auf U verschwindet. Waehle eine Basis u ..., u; von U und betrachte das
Polynom det(Aquq + -+ + Ag_1t4—1 + xui), wobei die A; € R sind.)

(b) Seien A, B € M;,(IR). Zeige, dass die beiden Matrizen genau dann in M, (IR) konjugiert sind, wenn
sie in M;,(C) konjugiert sind.
(Betrachte the Raum aller Matrizen S mit SA = BS.)

Losung: (a) Angenommen, wir haben det(A) = 0 fuer jedes A € U. Wir zeigen, dass dann det(A) = 0
auch fuer alle A € U¢ gilt, womit die Behauptung folgt. Sei uy, ..., uy eine Basis von U. Fuer

A1, ..., Ak-1 € R verschwindet das Polynom det(Ajuq + - -+ + Ag_qug—1 + xuy) fuer x € R, hat also
unendlich viele Nullstellen. Es ist damit das Nullpolynom. Sei zx € C, dann folgt

det(Aquq + -+« + Ag_oug—o + xup_1 + zgug) = 0 fuer jedes x € R. Nun ist dies aber wieder ein Polynom in
x, verschwindet also auch fuer komplexe Werte z;_; € C. Wir wiederholen diesen Schluss, bis wir bei

det(21u1 +--+ Zkuk) =0 Vzl ,,,,, z€C

ankommen. Damit ist die Determinante auf U¢ gleich Null und die Behauptung folgt.

(b) Sind die Matrizen ueber R konjugiert, dann auch ueber C. Seien sie also ueber C konjugiert. Das
heisst, dass der Raum
Ve ={S € My(©) : SA = BS}

also der Kern der linearen Abbildung S +— SA — BS, invertierbare Elemente enthaelt. Nacht Teil (a)
enthaelt dann auch V = V¢ N M, (R) ein invertierbares Element S, es gilt also SA = BS oder
B =SAS™. O
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6. Beweise oder widerlege:

(a) Fiir jede Matrix A € M,,(K) mit AA" = I gilt det(A) € {1, -1}.
(b) Sind u,v Eigenvektoren der Matrix A, dann ist auch u + v ein Eigenvektor

Losung: (a) Dies ist richtig, denn 1 = det(AA") = det(A) det(A?) = det(A)? und damit det(A) = +1.

(b) Dies ist falsch, denn zB fuer die Matrix ( 0 1 ) sind e; und e, Eigenvektoren, e; + e, aber

nicht. O

. Seien xo, ..., x, paarweise verschiedene Elemente von K. Zeige

1 x - x
det| = - n: = H(xj - X))
Loxpa oo 2 i<j
1 xy X
Hinweis: Betrachte das Polynom
1 x xg
P(x) = det :
Xp_1 - xZ_l
1 X cen x"

Was ist der Grad von P(x)? Bestimme den Leitkoeffizienten von P(x). Was sind die Nullstellen?

Losung: Der Fall n = 1 ist klar. Nimm also an, dass n > 3 und die Behauptung fiir n — 1 gilt. Indem
man nach der letzten Zeile entwickelt, sieht man, dass der Grad von P gleich n ist und dass der
Leitkoeffizient

ce. 4l
1 x Xy
L =det :
1 xn_l cee xz:%
= H (xj — x;)
O<i<j<n-1

ist, wobei zuletzt die Induktionsvoraussetzung gebraucht wurde. Die Zahlen xy, ..., x,-1 sind
Nullstellen von P und da es n-Stiick sind, sind es alle. Es folgt also

n—-1
P(x) =L H(x - X;)-
j=0

Setzt man x = x;, folgt die Behauptung. O

. Sei A € M,(K) und Sei C(i, j) die Matrix aus der Laplace-Entwicklung. Sei schliesslich A* die Matrix
mit den Eintrdgen o
Af; = (<1)"* det(C(j, ).

Man nennt A* € M,,(K) die Adjunkte zu A. Zeige, dass
AA* = A*A = det(A)L.



Insbesondere gilt fuer invertierbares A:

Losung: Sind a4, . .., a, die Spalten von A, so gilt

#
A]./i = det(al,...,aj_l,ei, aj+1,...,an).

Daher ist
n
# #
(A A)j,k = ZAj/iAi,k
i=1
n
= Z det(ai, ..., aj-1,€,aj11,...,an)dik
i=1
n
= det(al, .. .,a]‘_1,Z A k€, Ajs1, - - ,an)
i=1
= det(al, e A1, 0k, Ajgd, - ,an)
= 5]',]( detA,
wobei

1 j=k,
5j,k:{ ]
0 j#k

Das Symbol §; wird auch Kronecker-Delta genannt. Das Produkt AA* berechnet man analog. O

. (@) SeiT:V — V eine lineare Abbildung, so dass jeder Vektor v # 0 in V ein Eigenvektor ist. Zeige,
dass T = Ald fiir ein A € K ist.

(b) Seip(x) =ag+ayx+---+a,x" ein Polynom und sei A € M;,(K). Zeige: Ist A € K ein Eigenwert von
A, dann ist p(A) ein Eigenwert von p(A) = ap + ;A + - - - + 2, A".

Losung: (a) Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert A und w einer zum Eigenwert u. Sind v und w
linear abhaengig, so gilt w = cv fuer ein k € K* und damit folgt A = u. Sind sie linear unabhaengig,
dann gibt es ein v € K mit

Av+pw =T@) +T(w) =T+ w) = v(v+w) =vo+vw,

also (A =v)v + (4 —v)w = 0 und daher A —v =y —v =0, also A = u. Daher gilt Tx = Ax fuer jedes
x eV, also T = Ald.

(b) Sei v ein Eigenvektor zum FEigenwert A.

Durch eine Induktion nach k € Ny zeigen wir, dass A*v = A*v gilt. Dies ist klar fuer k = 0. Sei die
Behauptung giiltig fir k € INy. Dann gilt

Ay = AFAp = AFAo = 1ARy = ARy,
Sei nun p(x) = ap + a1x + - - - + a,x"". Dann folgt

p(Av =mv +a1Av+ -+ +a,A"v = v+ mAv + - - + a,A"0.
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