
Tiagolagalsseit

Hyperbolische Unterräume &

Horosphären
Hinweis :

Im Folgenden sei A ein ndimensionaler affiner UR von F

so das H1A nicht der ist. A hat Form

A = a+U
,
mit a Vektor & U UR

. Außerdem sei

n-dimensionaler UR von Fausgestattet mit der quadratischen
Form Q von Feingeschränkt auf U.



1. Schnitte mit affinen Unterräumen

1. 1 Definition Krümmung
Als Krümmung Kder Sphäre vom Radius r im (n+ 1) -dimensionales Enklidischen Raum

bezeichnen wir den Wert K= 1/r2.

1
.
2 Definition Lichtartiger/Zeitartiger/Raumartiger Vektor

Es sei F ein Minkowski-Raum . Ein Vektor veF mit

· Qlv) = O
, heißt lichtartig.

· Qlu) = O
, heißt zeitartig

·QluO , heißt raumartig.

1
.

3 Proposition
(1)Henn es ein well gibt , das zeitartig ist, so ist U vom

SylvesteTyp
Hn-1

,
1) ist also selbst ein Minhowshi-Raum . Man nene

(2) Wenn es in U keinen zeitartigen,
aber ein lichtartigen Vektor u gibt, so ist U vom

SylvesteTypn-1,
0 somit singulär .

Man nennf U lichtartigesgit

3) Sind alle neu 1503 raumartig,
so ist U vom

Sylvesto-Typ (-n,0) .

Man nennt U raumartig .

-



Beweis :

Zu (1)

OBdA sei neH
.

Aus der Transitivität der
Lorentz-Gruppe auf , existiert eine Lorent-Transformation
a , so dasgilt du) = 11, 0, ...,

0) (L-T)

Da die L-T dieDimension nicht ändert
, gilt :

dim(ofu)) = dim(4) = n .

=> Wi= UnEx=03 hatDimension n-1 .

=> olu) =Wer11
,
0

, ...,
0

↳ zum
n-1-dimensionaler 1-dimensionale

Raum in der Raum in

räumlichen Richtung
Zeitliche Richtung

E oll hat Sylvester-Typ Hn-1) .
1)

=> U hat Sylvesto-Typ (n-1), 11

Zu (2)

OBdA sei u= /1
,4) ·Dann hat W : = Un Exo =03 erneut

Dimension n-1.

Sei weh mit zawx +0
.

Dann gelte
=> Qlu + tw) = Q(u) + Qltw) +2t

,
wx

= Q(u) + t2Q(w) +2t = 4
,
wx

un
= 0

,

da u lichtartig



Dies kann für geeignete telR positiv sein

E Gluttwl =0 = Unte ist zeitartiger Vektor
Somit muss geltenuw==weh.

=> (aw) =w(u =(1
, 4)

=>.=0

Aus einer OB von W erhält man durch Hinzufügen von u

eine ONB von U

=>WdimensioneRauminmichRichte
,is

=> U hat Sylvestetyp (n-11 , 0)

Aus a lichtartig folgt utu, außerdem haben wir gezeigt
u+

=> ul

=>HERult

Aus der Dimensionsformel folgt
dim (Hul=n = dim U

=> (ult= u .



zu (3)

Die Behauptung folgt ohne Weiteres.
1

. 4 Definition

EinaffineUnterraumta heißt genau
dann zeitartin

1 .
5Proposition

Ist Azeitartigi dann ist HnA ein In-1)-dimensionaler hyperbolischer Raum mit
Krümmung K = -1 :

Gleichheitgilt genau dann ,
wen A durch die Ogeht.

Beweis :

Fall 1 A ist Unterraum

Nach Prop .
3

.

3 ist A selbst ein Minkowski-Raum
.

= HMA ist eine der beiden Einheits-Hyperboloid-Schale
Iweil Q(x) in A übereinstimmt mit Q(x) in F.

= Int ein In-11-dimensionaler hyperbolische Raum mit Krümmung
-1

.

Fall 2 A = a+ U

Für ein geeignetes o
: /Kl=WeM(1,

0
....,
0) & Olatalk).

Sei b := dal & andere man bum Elemente von old) ,
ohne /A)

zu ändern
,
können wir b

:
=0 & b1 Wannehmen

=> b10(u)



Für b +veo/A) , also ver/U) , gilt beuelt genau
dann

,
wan vo0

& 1=Q(b+u) =Q(b) + Q(u) +2 = b
,

u = = G(b) + Q(u) = - (b +Q(u)

E)

vo =0 & Q(ul=1+ 1b
Also ist v auf dem oberen Hyperboloid vom Radius r=H liegt : K = -11r2 = -1, wenn 60

1
.

6 Proposition
(1) Ist U zeitartigeeHnU & fmit QIf) = -1 tangential an

Hut in e
, dann liegt die ganze Gerade in Hn U

↑

(2) Ist n =2 & A zeitartig, aber nicht durch O,
dann ist HnA eine

Kurve
, die keine Gerade ist : sie heißt ein Hyperzykel.

-

Beweis :

Zu (1) :

zxIsteH & x(s)el

↓sieh : Q(x(s))

Glecoshs + fsinhs) = Qlcoshs-el +Qlsinhsf)
+ 2ecoshs , frinks

= cosh2s . Gle) + sinhs.f) +2.coshs.sinkseefun

=1
,
da eett = -1 = d

Esgilt coshs-sink
2
s = 1

=> Q(x(s)) = 1 = X(s) = H

XIsleU : Wir wissen
,
das e, fell , wie auch das U

UR ist

=> Linearhombination aus e &f sind auch in U

=> x(s) EU



=> x(s) = UnH

Zu (2)

for: n = 2 & A zeitartigt geht nicht durch den Ursprung .

Durch geeignete LTo bringen wir A in die Form
verschiebt A

vom Ursprung

A
· W,
b EA

2

·b = 0
,
damit A zeitartig

= Mitr ist Ant die Kurve

X/s) = /reoshs, rasinhs +b)

Dies unterschickt sich von einer Geraden durch

r +1 & b + 0 unterscheidet.

Diese kure heißt Hyperzykel .

1
.

7 Definition

Die hyperbolische Sphäre mit Radius r =& & Mittelpunkt xelf ist die Menge aller

yelt mit dlay)= r.



1
.

8 Proposition
(1) Jede hyperbolische Sphäre S ist von der Form S=HMA

,
wobei A ein

raumartiger affiner Unterraum von Fmit dim An ist
.

· edes solche A die Menge HnA entweder her,ein einzelnerPunkt(2)Umgekehrtistsche Sphäre.

Bei
nete LT mit ok) =11

,0, ...,
0)

,
also verschiebtSeiogeiunkder Sphäre au 10,

Esist hyperbolische Sphäre mit Mittelpunkt

y
=Lyiy)H Liegt aufSex d((1, 0

...,
01

,y) = r

Et arcosh( (1
,
0
, ..,
0

,y
= ) = r

/100 Ich
es

Außerdem gilt , da yelt ist :

1= Q(y) = (yq2- 1y12

E(yk= (yq2-1

= 1y12= coster -1

=> lyk = sinher

=> (y) = sinh r



Somit ist G(S) = Elcoshri
,
wsinh r) :wer

,
(=13

Sei B nun B := EyeFiyo= coshr3.

Bist raumartiger affiner UR mit Dimension n

=>als) = Ekoshr,sink il :Wet"
,
IwF13

um

EB

#R :

Qlkoshr, sinh rll-Koshrf-wisinhu
= easher-sinhrwi

zu
=1

= 1

=> o(s) = HnB

= S = H1A
,
wobei A=Ö (B) auch ein raumartiger

affine UR mit Dimension n ist.



Zu(2)

Sei nun Ara+ U gegeben mit dim /Al = n

Mi(+dim(
=> Orthogonale Komplementraum Ut hat Dimension 1

Aus Q auf U negativ definit & jede ONVB von U zusammen

mitjedem normierten Vekter in U
+

eine GNB von F bildet

S Jeder Vektor + 0 in Ut ist zeitartig
7! neHut : U = (Ru)

+
-

Sei o L .T.
mit olul = (1, 0 ....

O

=> o(K) = Ex= 03 & /Al= b +Ex =0 mit b=o(a)
.

Wir nehmen oBdA an b= 169,0 , ...,
0

Fall 1 bock E HolAl =O

Fall 2 bo = 1 =Hno(A) = E(1,0, ...,093

Fall 3 bo-1 EHno/A) ist die hyperbolische
Sphäre mit Radius r= arcosh bo &

Mittelpunkt 11, 0, ..., 0).

↳



1
.

9 Proposition
Hyperbolische Sphären vom Radius r (mit der Metrik entlang der Flächel sind

isometrisch zur Sphäre vom Radius sinhu im enklidischen Raum (mit der Metrik entlang
der Flächel .

Beweis :

Aus dem Beweis in 1. 8 Wissen wir :

ols) = Elooshr,usinh rl : WER? ( = 14

= HrB .

Bist dabei ein raumartiger UR von H

=> Bist enhlidischer Raum

=>Die LängeeinerKurins
stimmtin eine

E Minimal Kurvenlängezwischenstimmtmiteineminimaler
überein

.

E Da der Abstand entlang der Fläche für Punkte

auf den Sphären gleich ist, gilt die Isometrie



1. 10 Definition
Ist A lichtartig& HA +0 ,

dann heißt HRA eine Horosphäre , für
n= 2 auch ein Horozykel .

1 .

11 Proposition
Horosphären sind isometrisch zu enklidischen Räumen

.

Beweis :

Sei A = a +H
.

Wir wissen das A lichtartig ist
.

Nach Prop 1 .
3 ist U =Mult

für ein lichtartiges Kell ; oBdA ist Uo & a = 10
, a)

, außerdem =O FINEX3.

Mitgeigneterkönnenerrlichenworaus fe
erfüllen .

Dafüra folgt, dass HA= nehmen sie

Dann haben die Vektoren aus A die Form war Au mit
.

Die in Hat erfüllen
1 =Q(u+ a +xu) = Q(u +a) + Q(u) +2 u+a

, ka=

da u lichtartig
Qul=Qlu) E Qu)=0 = Qu) =O

-wta
,
kux =wit + =a ,

(ux = = a
,
tux= A . ca +=

um

=O



E 1= Q(u + a+ u) = Q(w +a) + 2x caux

Glutal-I
,
weilQx

24ca
,
u + = - al

=> 1 =
- (a)- (2-2a

=> 1 +(a - (2+(1= - 2xa

=
Wir können somit die Menger H1A parametrisieren
durch

=+)
Da Gauf W negativ ist

,
da Wraumartig ist.

=> W ist enklidischer VR

=> Es reicht zu zeigen , das XIG) Isometrie ist.



Seien W(t) & Elt) zwei differenzierbare Kurven in R

mit (0) =E(0)
,

w
= 10

,
0
,
w)

, 50,
E)

z
Durch ableiten von w(t) erhalten wir

=(

R

=...,0 + 10
,02 ...w

-(1,1,0...,
0+ 100, w2, 03

....,
wh)

=+

= ((t)), (t))==+
Aus un ,&h folgt

=>+
#



2.Handpunkte
2

.
1 Proposition

FürjedeGeradesehstfinhshonregierendieUnterreine

Beweis:

Wir betrachten nun inHexls) den Punkt H,!
für x9s) +0

i
=

=
s

x%) ist immer ungleich 0, da Qle) = 1 & QIf) = -1
, wie auch elf

folgt
(i) 1 = 1e92- (B = (%= 121+ 1 =0
(ii) -1 = (f-Ift => (for = /fr-1 = 0

wil etfel seife = 0 es 0= efoefice efef
Aus Cauchy-Schwarz-Ungl . folgt dann



le fr = (e .fl = (9. (fo = (le+1) . (fi-1)

= (e(fr + 1f1-leR-1
= (ee-1 = (fr= (fi= 1 = (f%

2

=> If% <e% = efoto

Außerdem

=== lel+ 1fp + 2 ef

= (c(+1 + 1f)- 1 +2e - f

= (e%
2

+ (f%
2

+ 2e . fa = (e+f
il (ii) Gil

=> le+fr = 10 + fo ,
2

=> (e +f = e+
a

=> Also ist · Einheits-rektor

= lichtigeun
= 1

G =11 -10

E



2 .2Definition Randpunkte
Die lichtartigen 1d Unterräume von F bezeichnet man als Randpunkte

Bemerkung
Jede Gerade besitzt also unter den Randpunkten

einen "Endpunkt".

2
.
3 Definition Busemann-Funktion

Zu einer gegebenen Geradex(s) = ecoshs +f sinh s

in H definiert man die Busemann-Funktion als

By=S [dly, xs)l-5].

Bemerkung
Die Funktion hängt von der Wahl der Geraden ab & der
Wahlder Parametrisierung .

Da wir mar die Parametrisierung durch Begenlänge zulassen ,
unterscheiden

sich die Parametrisierungen derselben Gerade nur durch ihre

OrientierungDurchsinndahldesNulpunktesn
an

, abzüglich einer "unendlichen Konstante".



2
.

4 Beispiel
Die B-Funktion kann mit (s) = e +Es mit Ifl = 1 auch im

euhlidischen Raum definiert werden
. Dann ist Bly) = Lim [ly-Alsll-s].

Wählen wir die cartesischen Koordinaten mit e = 0 & E= 11
,0, ...

d
, dann ist

Bly)=im [Ilye-S, Ye . ...,yn) - 53

=im Ty... +yn -53

=mIs...-s

#R :

Taylor-Entrichtung um zo von t 1+- +03)

Wähle z=- ...+
= te1-..-0
--

= 1-Ay +015)

= lim [s(1-5 +Olga)l-53
S-> co

= So[-yn + 0(5)3

==

ye

Das kann man sich vorstellen als Abstand vom "undlich fernen Punkt" in

X-Richtung, abzüglich einer unendlichen Konstanten.Die Fläche konstanter

B-Funktion sind hier parallet Eben,
die auf der X"Achse

senkrecht stehen
.



2
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5 Proposition
Die Horosphären sind

Daher sind die Horosphären angeaudieFlächeKonsanterBunktione
Abstands von einem Randpunkt, also gewissemaßen Sphären um einen

Randpunkt .

Beweis :

Durch geeignete L
.

-T
.

können wir e =
11

, 0
....,

01 & f= 10
,
1

,
0

. ...,
0) erreichen

=> x(s) = (cosh s ,
sinh 5

,
0 , ...,
0

=> dly ,
x/s)l = arcosh = y ,

x(s) =

= arcosh lyocoshs-y'sinh 5
= arcosh (Ges(yp1 +e2s)-y1(1-e2)))

5C50
,
4050 : In/2x)-Earcoshx(n(2x) für xx

↑ ↑

Folgt aus Esgilt 2cosh y-eh
der Reihen- Für y

= arcosh x

entwicklung(x) => Lcosharcosh xxearcoh e

-

arcosh(x) = (n(2x)-(n(2x) = arcos

X2
falls (im existiert

& positiv
ist

= (im [arcosh/e*fls))-53 = Inim AlsS - co

Anwenden auf (# ) :

Bly) = Iny0-y1)



Für den lichtartigen affinen Raum wie in 1
.

11
,

A = Entattu : WeW
,
Xet3 mit a = 10

, a0 , ...,
0)

,
u = 11,

1
,

0
. ...,
0

& W = 210
,
0

,
wa

, ...,
wh) : wa..., w ER3 gilt

:

alle yet haben youy 1= at
= Bist honstant auf HA

= Vhelt Jnegativer al-Wert : HEHNA

E Nireaumengen von B sind
genau

die Mengen der Form HA

für verschiedene an-Werte. #


