L. typertotische  Ebene  B*

1 Grundlagen der hyperboliscen Eene

1.4 A0ef.: Ter Vektorrawm  S\p LIR)

Die hyperboighie Toene ¥ wird  mithilte  des \Rttorraums sty LR modelliers.
Der Roum 5|, (R) ist defintert als der Veksrraum aller 2x2-Tlwrizen miv Spur O:

U2\M)= TREM, W) 1 ¢ (R)=0Y

1.4.2 ww;a\'\e [Mattix RE S| (R) erfanr die Eigpnscnoft :
Q= -det (DT &)

Bacels E; b] a b'} a*toc o _ . [4 o
calle —al® o a+be = (co*s+bc) 0 1

1.2 Def.: Das innere Produkt
Far R 5 sly(R) gilk:
1. Ve symmeiristwe GilinRare Torm . .5 ist definiert durh <R s>=-4 tr (RS)

1.2 2ugelwrige quadranisdhe Form  ist die Dererminonte - detr (R) = <R R

1.2 Def
Durch Pilarisahion  von ) v U4 erralien v (Ras)-R1-82= -S> T

dadurch erholien wav RS ¢SR = -2 <S> T G RS esi; @)

1.4 Berauptungen
W) B(32), By" (26) ua 83: (25" viten eina Orinonomalbasis  €&r Sl (IR
@  SLIR) nox den  Sylvester-Typ L'l.i')

Besdeis

(4) For CE0Ed={ur (ED) = E2=(a%)=T =o tr €Y = e (T)~2

somit ¢EqER=-2.2:-1

Mralcg :  <E2,G> -1 ud <Ez, Ea>=1

G‘\‘NBO(OH-Q{ : <€ B>z ‘-;: tr (E4E2)
ek (22) (%390
tr (E4€)=0 =P <K E€4,€3> -% .0=0
km\bs €€9,B3> *O wund ¢ E,E3>2D
Do CE [ ER=0  £r i¥f ppen wic are  Ononomaltasis far Sh(R)



Grom- Tixivix

- X
©-40

Q) °0 4
dek(B-AT)=0 =0 gdet(B-AT) = (- 1-3)r L4=n)
-A-A=0 =w A=-41 zwvefocdy Nulsiele
A-A =0 =¢ A=y enfoche  Nullstelle
1.5 Def- alfernietende Voumen®xm =o Sylvesieriyp (-2, 1)
Die allerneerde \klurentormy  yol ist definiert  clurch -
vol LI\ 0T) = .% be (LYY woet KiL M e slalR)
Diese Torm  elemipiest alle  Tripel in denen 2 Veldaren Qleich  Sind
1.6 sk
Seien KLt e sl(R) . Wenn LLund [t eine orinonormale Basis ven sL (R) biden, donn gitt:
volleu ) =2 4
4._01) B (3% B,- L 4)
2, 'B,_s(g?d)'(?.i)’(-oqw'%
By By = (- ( (-1 =T

{r(34\3133) ske(F1) = -4elT) = -2

Bewels

vol (B48283) = -1 3 &r (8488 = -3 C2)=1

4.7 . Def: Wedge- Preduct
Seien KL e sl2({R) . Dos \edge-Produbt =moRier Mokrimen ist de®arrt olS !

KaL= 4 (eL-L)

1.3 Sar
Tos Wedge-Produts NIGT eng mit der ol nierestien Vourenfarm zusammen,

o git EGr KLtte s, (®)
< 'LAL|“7 = yol UL.l-m)

12 r (KAL)
M“% KU‘L Lv-))n)

= 'ﬁ --iﬁ" Cretrt-cwrt)

"4“- erleert)+ 4 e e r)

4 vorlkit i) - 4 vol (L &™)

\

7 Lvel Lk, ,t) = vol (LK)

vol L¥Lt) O

]



4.9 Sahk
Far AB,C €S, ) qgilt
Beweis AA(BAC) = Ar (1 ee-cg)
= 4 (AABO)-AACE))
3 (AED - (BN - (4LaLB) - (CB)IAY)
4 (ABO- BOA-A D) *EBW)
= L(ARC- ACR - BCA +CBA)
FL-crcmB ~ BUACHCA) + (ABFBAC C LABIRRY)

Ar(BA g)= CAC>B- <AB>C

\

RS+*SR
s 1,‘.3-\_93

= CALOB - ¢AB> C
C

1.10 Saoh
Tar ABLC €S LR) gilt : < AAB CAD> 2 <A IC><B,D>"CAD>CB,CD

.3
Bewmis . <AABLCAD> T uol (A,@,CAD)= Vol LB, CAD,P) = <BA(CADY,A>

v
> <A C><B D>~ SAD>CB, LD

BAa(CAD) "-_'9<B,D>c- <B,Con ()

A. 44 Sotx
FAT Ay Ry A3 € 812 (R)  urd By,B; RaeSlaR) oint

WA A M) VOL(B,y, B2 Ba) = Ot <Ay, B>

“Bruis
Seien A4, Az Ry fest. Beide Seilen cor Formein  Swd altermerend in BB B3

ch wif AN anmNmRA (doe B B B3 eine. ESgRIYIR posiniy orientiefie  Ofho-

nomale BosiS bilden . Wir t6nnen ek Jariohod  won A A Ay NOIRMRA

ud becbocvien \dass beide  Saivn n Ag, Bz Az alsniefed  Sid . €S @it

W behandeln ) wei dem Ay Az,Ay und B B, By die

alsd aws den Fall
Exgebns ows der

ofrorprmale  RBasis bildRn - \n diesem Fall  ©\gy das

TarsacrR (doss sl (R) den Sylweskr-Typ C2,4) not.



2. Sdraren von Geodaken / Geroden
21. Wdh. €ne Geoddte §(&) ist gegeben durch:
P Acosh)+ Tsinh (8) | te®R

AuBerdem st A= () und T=j'(0) ein veldor Otnegoml WA mik T T>-4

2.2 Def.: Normakenverior
€in Normalenyekor N cirer Geodden §Flt) wwd definierd duon:
N=OA ye) | telR
€igenscnafien ces  Normoalenvetors
(M N et unabh N £

(2) De Nom yon N igy -4

wdh.. 1 .y.6

Seen AWM B Puntke aus W".Dann exiskett en Sinheits-Tongenkenvekior W 2u 4™ sodass

B~ Acos d(AB)+ U sioh d(AB)

2.4 Proposiion

s Komplement  eirer Geodiie N jnder  nypPerboliscnen Boene H® pedent aus  we
RN haNoRNder mMfoNIMeN - €ne Reflexpn T entlany  @neS Normalenwiitors N ven
N belsst cie Punkie  auf n  unerdaodert; verfoustit jedach die beiden  wsowwen-
hangerden  Komporengn  des Kemplements .

Beweis:

Sei N ein Nomaknverior £ N .

Die Funkbon X => <X, N> xe "% | is+ entiong N gleich null.  Diese Funttivn ik
cbs Kompement yen hin W 0 L offere Mergen U undvV .

(AU gy dos Smlarprodud <X N> 0O,

\n Visk dos Srolorprodud <%,N><0

e Mengen U und V. ovesden durd) die Reflexion ¥ vertauscht, da
gilk CX, N> = -&r(x),N> xeh™

Nun muss noch gemgr oeden dos U usammenvangend sy
Wihe alse 2L Puntie Aud B inW:



M+ 4.6 ¥Ganen wir awan Ginnitswektor T v Tongonthitaum von W2 P RON\eA,

dass B A coshd +T sn d 1d=d (AB)

Tt biden wir cos Skolarprdukt won N mid Y (€)= Acoshe v Tsinht te®

LY, N>

¢ K cosall+ Tsnhl)y N >

A N> cesn ) + T N> SO )

\

o)
cosnlt) (¢ A NS +CT N> coshlt) )

[}

coshilc) (¢AN D> *<TNS tonh )
Nun  ochtwen Wit ws das  Verhalten  ces Scolor pradukdes an .

Tol4: Wenn < TN>O (donn isk daS Stalarpretutd £ ¥l&),N> L0 faval® ce®

Tos bedepet VHHEU SLErall® kER

Fal L: Wenn ¢T,N><¢O (cann Qivy e ewen Wet rel sodo¥
£ 3UYN><O  fGr olle toec
or < YUW),N><0

(Somit liggy YLD N W

far ol bt 4F somi¥ vegr ¥H) nV

1.5 Def. Seiten

e 2 veroundenen pomponenten) der Komplemenes veonh wercien SRilen von
h genannt.

Wenn die Geoddle h von einem Normalvektor N orientierd wurde ,g3anen  Wir

dischen 2 Seilen von N uniersoneiden.  Eine Geddi’k die  dureh den Punkt Aeh

mit Tongenienweior T on & ueslGuft von der regotien ik wde Positive See von h




25 Wdh.

Der Tangentialcoam Ty (W) an einem Punkt A ist der Raum aer \koren in sla(R) (dR
orfrogondl  zum Vektor K~ sind .

TN Poar von Torgontolveldoren X,V ist positiv ofienhert uman gkt wol (ArX,Y) >0
i SE€Tp (¥*) (damn biken S uMd SAR e gositiv orientierte Bosis A den Tangpntiol

roum T p LF)

2.6.Def. (orienhiere \Winel)
Xen S und T zwel EnRHSuektorn ant  im Punkt A€W | wid dor  orenbiere  Winke\
Lor ST) awisaen Sund T oefiniert Quroh

T- Scos( Cor(SiT)) + (SAR)sin(Lor(SiT)) , wobes <oclsy e R/27 Z

1.7.0ef:  Wichiungs winkel

Wir betrochven 2uwsel orientittie  Geoddlen hud k, welche  Sicw im Puntd Aew?
sconedRn. Wir definirien den Rithk ungs winkelevon N nach & wie igt:

oL = Loe((Vi-W)

wobelr -U=Vcose + \V AR Sinw

Auws 15 und 4.3 forg: cuv>=cose und  UAV:A sin
Far  die Noimolenyetorn  W=UAAR und ¥=vVapN G+ mi+ 1.10

<V, v> e & und HA¥K=Asin g

Wdh . Discriminant lemma 6.3 Lt R be a plane in F generated by two
vectors e and f. The Sylvester type of R is determined by the discriminant
A = <ee> <f,f> - <e,f>?
according to the following table
A<0 | a=0 | a>o0
(-1,1) | -0 | (=20

2.3 Prp positn

Zoei  wpersniude  Geodd®N ' und kN H? geien  Sin 0Rrow danf,

NN die Normaenwektoen H und & die  Bedingung |<H,k>lcd ecfglen

Feweis:

,,‘-‘;. hngenommn Hund Kk edfGlen (<the>leg . Die Veutoren Hund K STOWRN die ElooM
E im ‘vedorraum siy (R) Cwf . Die  DiskriminONe Wrd  berechnet durch



CHM>2g
ck,
D=<hnpoew> - an, K> 24 en,kd?* = 4-05 ) SO

A>0 ; dn € rotf den SH\\ES'E!“TYP L-?.,o).

Toowsfolgs ) dos die  Linie B cen Typ /1) ar  und der Punix K
O Scnils  zwiseven  Hhurd  E sown) o nas  ouch 0wk Vg
=5 g aus 27

{K> =ms o 2> Aglcosa| <1 =0 x:0 §

wel hound k. Gikrscriedlion  sind

2.9 Worollor
Die GeoddRN 1 uMd v NH2  sind genay conn SRNETECIM ueinarter « wenn  fir

e Nor molenvelctdren H und K &H,k>=0 giH.

PRURS :
=o' pogenommen Nund & Sind  Tntecht ueinonder e oL 3 1;‘_—
mit 2.3 fo\gt cos(T):0 =7 c¢WK>=0

= owenn e > =0 (da \e\ ¥\ e 4 scnneden  §ICh  die Geodd ten

und do ¢H,Kk>=0 => cog =0 => =1
* i

2.10 Geodaten mit eifer gdemeinSomen Senkrectven
Seien h WO k& 2 Gecddien  Qie keide  Senpreun wu  derseleen Geate L stewn
Die Unnitipunge mit L wegen QIS A ud B 0RO Sei L der Normalen-

Skie

\eldor  von L der clie Orientierwg von L wn A rach B ongiot
Wit definieren den NormafenveLtor H fGr die Goddle Y ols H= AAL

Und den Normalenvelr K €ar ¢ ats @ K=-BAL

21.40.4 Ben- ¢ Hw>:=coshla (AR
v
Shawen wir ung das  nnere Produk+ W H und ¥ an
D s hAL ([ -BALD =~ AAL [ BAL> “-(CABLL LI AL L@2)
STEABS L L Z+ 4AL= L @2

-1 e -

= L AB>

Tomit  ermlier  wir <Hi>=coshla(amy)



2..10.2. Sok
Seien Nund k Geoddten und L owe Geodde die 2w h und kb Sontrethr

geht. Sien  oufsRm  die fjorm alewedoen B vonn wed K von k3o defin(ert:

H=hal um K=-BAL seen A und B acie Schnilgunkle der Geoddkn |

dann  Gih : vol CHGKk) = - sinh d(MB)

Bruels:
Lak= tal-ea):{t-)ntlc B)L
A "?B)
i
Vol LH Liel\=4u ,LAav> =<4w, 27
Do H=AAL ud B entlang der Geodd@ L uegr ,SMen  wir B Siweilgen ols

D= A cos(d (A ‘&)) i sinn (ALARY)
CRB> = LW, A cos(dh (@) ri sinn (@LAR) >

= W, A>COS (DA IB)) +<H, H> sinihdAR)
"1%5 l t-l‘i
= - snn(d (A R)

1.4 Theorem
M und x  seren w derselirn Geoddie | Rnrent gerau donn, wean - £ar d ud

W (ed €=\>1 gl
Die gemeingome RNKrechte Geoddke |isy enduhg | wenn sie  exished

Peoess:
B oud Vosponnen  eine Toere € auf
A=\ > <> -yt = 4o Wt
N 1emdsl folgt A<D L Aus dem Diskriminaneniemm

o9t cos die Toene E cen  Sylveskr-Tye  (-1,4) hat

Dos bedeutet, doss El einen VVeklor L entij} mir Norm <L, e >=-4

=> Gesdaje [ miy Normalenveltor L geiw sentrecht ouf  n und K

L] =
=2 SR L eine GecdalR |di® sowehl 2uh Ols  auwchaw v Senkrecht ISk =3¢L,#>:0

ud 4L k>0 | €= Spon (HK) =>LE€Er =0 <L 1>=-1

L ist Os ouf ein Vorwichen e'md%uh;g



2.42 Def.
Die GEOOAR h InHE Sponnt elre. Unkare Bre  vom Typltid) ouf . Die B 1 SOrORRN

Groden w dieser Eloene  werden die  Enden won I geronm. Der Normalenvelktor
W £Gr h Ist ordhogomal = den beiden Enden von h.

2.43 Tropostyn
1 yersdniedere Geoddlen h urdke N HZ voken e dann  en QRGeS Erda,

uenn ite Nomalvektoren 4 und k  die Bedingung | <H \K>1= 4 escallen

Beweis

=>¥ % ound K Sponwgn  ene BRM. € ouf  =e B:cHMd <k ks -<p>t 2 - <u st

Tals hund kSN EMRNSOMe Erde S alen  Musg S=t  Qelden,

=> Gerade € st isohop. =2 E Yot denTyp (-4,0) =p A0 ,dan. 1<K |K3\=1

o

“4':" Talls |44,k>1=4 =» 4&=0 =¢p E ist eire isotrope Line  und dami} ewn

gemMRINTAMS  Erde  von ' ound &

244 Def ( Schoren von Gesdaien)
Eine Sdr \on  Geolden in H? ist eire  Herge P won Gexdien , for aie
es ero Umare @R P in sk(R) gioy, sodass ‘P derffenge der Gesasen it

Normaenve kioen  entspricht-.
e Eoene P wiyd durdn  Normalenwictoren ger Geoddien W dem von inr  \RShimwien

Xhar ereugr
Schawn  WIr wng  die  versauedent)  Sylvesier Typen  an.
@ Typ (-2,0) : Die  Linie P"’m& dn Typ+i und scineder W* in <iem Punkt A

SP istane. Tlenge  aller GeodaiRN \diedurcn den Punkd K genen

\2) Typ L-1,4): Die Linie P et den Typ-1 und wird durch denN Nofmalenveltor ene

Groddte n erzeugy
P isk aie Menoe ower Geodijen die senkretM ju n Skren

()P L-4,0): Die Linie  S=PL ist isotyp
¥ it die tenge oer Getadten miy dem €Ende §.



y 13
Fwnouptungen:
(M Durch a® eoRiene. PUkR. Aund B (RrlGuft ek Qindurige Geuddk
(Y Durch €N gegeunn Punkt A verliufl el indeuhR Graldie,die sentrecth  2u einer
RICRIEN  GeaddR L sieht.
(i) Duren ein Punkt A veriBufr Qine @indeutge GeedlR Mit @inem gegelenen Ende
(v) es gibt einR  eindewh(® GeoddR mir eiem  Qegebenen €ende S die senirecnt
v RN REWRRN GeoddR h stent  wrfauggeselt die Enden von h Sind
varshieden von S
(V) € gib+ eind <indenhge Geoddie mit gegebenen Erden Rund S
RryRis:
@ i) wnd i)
So A @n Rt in 8% und A der Tenci\  der  Geoddten dwran A.
Die Evene A ok den TypL2,0) . Daraus folgk: Der Sthnikt udiscren (A
und jeser anderen Toene P oist @l Linie vom TYP - 4 s .

(v) wanie einen  Notmalverior N aL . Nt den Typl-44) |, wanrend S Qe
TY\D (-4,0) vor.=v Ixr Sahnilk Aer seiden  Coenen ot den Ty -1 @
O Snnen Wir  usschie(en ‘dq D in Erde uvon h isy.

W R udS hon den Typ C-4,6). Der Shnitl isveie Ginie  vom Typ-{ odie
uneve Form isv-  oicht -singulde =® O anh  Qusgeschiessen  werden

Jirwn -
Q) Q) " A
9:9 B _ p/m,/—%—‘h iﬂ:’_\g o L
(i) )
% =>
: 5 /"—\;9 — :
.S S



