Karten von Klein und Poincore

Ih dem )'\eu-'USC"\ Vor-éro. sollen wiiv unS mit [Korden
der hyperbolischen Ebene “befassen. Hier ist es im Ge-
gersete 2or Sphire meglich ) Karden o finden, die die

gonge A)/,oerbo[:.s‘c/vc Lberne erfassen. Diese Karten wollen
L Joofele ofer A)//OCrbon.ScJ-,gh Geormetrie nennch .

- Tripel (U,F,v) nennt man lokale /Po.ra.mc-ér-isu'crunﬂ

(Seite 4 Suript £ . Ljiebach)
"Moa s Wi deCinieren die hyperbolische Ebeme wic

A

\Col\gt: M-4= §(§)€m3 l_xz_72+zz=4j
dies entspricht Sﬁf\lu Uunserer bis\-\e\-(%eh D&F["
nition einer Einh ertssphare im [Minkows Ui - 1o

dec dim 3, d.h. in einem Rawm mit Sylvester-Trp
(-2, 1)

('Dc_(. 6.1, Bem. 6.2, Lem. 4-3\ é.LJ,‘cIoac/\)
. Gem? reqg. Flache - Eine viemannsche Metriu 3 awf
S ordnet jedem Ponlbct PES ein ewll Spolar -
Produwkt ouf TpS 2, Sodass -

vV (W,TF, v : oF DFE
3, U= M:uw— 3r e (’D: () ' (u.))

( : p
3 ot sind , d.h. douss die Abb cuf die Gra.m.ScAe
Matrix 1933" c.lec Bas’s OF Cw) 'DF‘() T
/) —_— e~ n
dua g0, VO Imgyd

wun d lat€ [st.
S-F(u.) \j I

Beochte jedoch , dass eine riemannsche Hedr'k awf
S keine ﬁ‘f"’.L\' a-u-F S 'm jl'nne oler metr, 725:0.1"\( /15¢.

@



'_'_D,‘C erste rundﬁmcn{al-‘f’afm OrclnC‘f Jeefem pun[("é
tiner rc\o)ula"ch Flache Jre E:'nscArol'n&uU des
Staendor G(Ska_(arfrodu-h 1s awf dessen nnjcn'fu'alebc-

; ?F OF
ne 2u , also SU(Q) = Q_U"(U-),,auj Co.)>

Es handelt gich um eine Verketlung ven glatten
Abb. wnd damil um eine riemannsche Metril

¢« Minbowsk: ~ Prodelt:

1
Dec Ve k t0raumna 'm-n+ 2usarimen mi €t dem Pseudo-
Sua(“r‘oro‘:‘“‘l""' <')'> das decch die Minlkows U —

Me-(rn'\"

_ Ao O -0 be 'st, he ¢t
3-. = 0-a 0 -—-~-0 3132 o ’ 'B
¥) ? '0 -1---0 M.n &Owsl{l. - Qaum
T | P
0o 0--- =4

Bem: Das Skalorp rodakt ist also hier darch
<xyy ) = —i Xiy. txpy, jejgbcn. Da en Skalarprodukt
isa

irmmer gine guodratische Forrm Q impliziert, echalée,
t-gir' it dem Sat?2 von Sy (vester die S(jnaséw' (-r,4)
'Fu" die qu-o.clra.ffsc/vt Form @.

Feall .
alis (U~, T,V cine §olchc Kottt mit M_,CV ist, dann 15
F ein D;.@(‘gQMO\-Ph\SmU\S voen (A nachk M-, und alle Anter-

clwvckse.,(‘c}l)-\r-é serden | [ sind ) die Funltionen
3!.). ‘U—-R 2u be.hu-‘é%cn,o/iz die )‘)’P‘rbof"“}‘f riemann sche

Me+£veik N J;’esu— IKarie beschreiben,

Da die /;/pcrl:olisc/u [Metri b derch En'hsc/)y-d-hko_n des
Min kowst; - Produltes auwf dem R3 onstele des Zubli-
dischen Skalarprodubts entstand, haben wir

aF " 2 97-_
. (b u?)= (= (bHet) ) == (0,0l
Jy e <’0u' > ’ & )24

Du?
©



1.1 Klein 'sches HoJc/[-'

Die erste Karte evhatten wir durch 2cn£ralprajeatu’oh
vom Urspruhj au—( die Linhetslreisschebe in

U—=>mM, mt UcT. M.,

. Prop. 3.2.¢ Rar:

Se.'\ Ve ﬂ'zg . ) . ;
3(0.{{& Funbf'on o'(:(e”) Sei. £V M ene

J Sey

rad {(P) 4 ) ST I M £x gets
g o 0 fur all PeS. Dann steht for PE€ S dec
Fodient von £ sSenbrecht auf der TanJEhf/'a/ebzne

Tps =grad et (Bar )

(""‘)Y)T

/N Abb. 1
In Formeln beit das U= f(x,y)Te ﬂzzlx‘.,,yz ¢ ,,} wn d
F(x,y) = 1 (;)
q/l—x‘-;'z Y

Diese Korte St belannt als Klein 'sches Mo dell

der hyperbolischen Geo-

metrie.



Gberprife die Formel T (x,3): e x

2o \/ereir\.(fo.clr\u.nj-' SetRe y=0 4‘; 51’:;_9“"3
1

X

For den Sckn;*f'fpu.n&f rmit der }‘)y/ocrboll}c/\eh
Ebene muSs qelten

L(H2 = ¢
£8P -¢82 -4
= gz(’% -4)=4

& g (A—x’- -4

\

>x?2
2

<=> gz: al
A -x?

=) g = al
“A—x’

IJir berechnen

3
OF _ " | Xx 3, (Y
Ox (A-x%-¥2) (""72) ) QF = (4-x2y2) ? <xy a)

sy Dy 1-x
Umo( Somt

= / OF
344 (XJV) - <,§ ) ’2—1:
x

-3
= (M- 52) 7 (exu (1-2)% 4 (33)2)
= /l-yz

(A-x2-»2)%?

ond Shnlich £dr die andecen Koeffigienten ey Medril
LPir echalten |

1

A=y2
(S‘S(X)Y))g 2 3 ( Y Xy
(A-x ‘)’2) Xy A-xt

®




'%Cn‘tralloro:)elx-(:"bf\i Die nachste azimuthale Karie
st dlie 5hom°";$‘)“ Projeltion oder Z-cnt-r-a(prOJ'e&'

‘l:l'On .

. . )
;uzf k)alocn :m’ U= , V= ZCX))’,Z)T 6‘ﬁ312>03 wn d
X,y)= — 4 -
) N 1+x24y? vy a) . Man bevrechAnet
2 - XY
(a.. (o)) = —2 (“Y )
NY (A x2+4y2)2 \_xy pex?

-3
wnd dA= (A+xa+-yz) 7z dx dy

— Koartt ist eder Flachen- hroch toinlce(Erew
- abtr es werden die Geodatischen awf Jer ‘S-P hare e Cro)@—
kreise sin dec Karte durch Geraden darqestcdt

‘Flachentrew: E/mne [Karde 1St F(ochentreu, Lalls dag
F(achenelement der Sphare aus g edrdcbt /n den

Koordinaten w”,u0? mi? derns Flachen clerent e
&u&lc'c(f.Sche.n Metvrik der Ebene
dA=du" du?.

Lbereinstimmd,

. L\J,’q&f[{rCu: SC'\ch S wnd S\

Sehen mit riewmann Schewn

\’CSL&L&«'c —F-(éic}'\&n)\/cr-
Metyrlhen 3 b%u.s’. Ecn (okaler
S— g hei3t wwinkeléreu
cine  positive Funltion

5*3'=c'3,
®

CDL-Q—QQOMO(P\'\;SM%S é .
odec Lonform,Lalls o5

C:S =M gibt, So dass



D.'a_ ’»\y'ocrbol;SC/se He_-ér.'lz( S, eht im  Klein ' cehen
Hodet 2war niché Sonderlch einfach aws, akes
odel hat eine Sehr schone EgenSCAa-F-é:

I14 Ren: Geodatische in M., entsprechen Geraden in U,

]52_(,.)&15'. GCOML{"'\ sch: D'zGeOdE; €rschen

in M-, sind néamuch gerou d.i(, CD“":"sSchnf‘f’é( Vo n lH__,
it ElLenen E ) c(ic. den (}rSP\—o.nj enthalten . (tnter der

Zentrolproyelbtion perden sie awk dem Durchschni
von E mikt dec Einheitsscheibe in T, M_, abae_k;l,clgé.

Dec Durchschnitt dac beiden Ehenen £ und T, IM_, 5%
¢'|h¢ GC"O-CIZ- )

U dies 2 sehen betrochten wic ecnewt Apb.4
Das ceben 3&80\5‘5"- konn man sich hier pun 5o
verstellen: ¢ betrachten dea Sachverhalé Aig

in 2D von der Sete. Wi (awfen nun Jeden Panlt

a""‘g C(L\’ Kurve lM-4 ab ound z;el\u\ ven dort acuSs
Gevoden ducch den (/Lrs,or‘u.r\j. D (e Sckr\:'{{(ouhb.‘ft

dieser F;Crac(e.h Mmit der To.r\ganf;a(cbene brifen
hun Wiedec eine Gerade.

dieses

Porallelenaxiorm

*Paocalelenoxiom:

Sey L eine Gevade, p €in Punlkt, pdl. Dann g:bt

es hochstens ewne Gerade, die P enthals cend dce
[/ nicht Schneide.

Dies erlauwbt eine einfache Dislfussiorn des Parallel<nasioms,
b der S\oreckl—reisc und den Nofationen aws dem ersten

|<ap;1‘-C( nehmen wir als Menge der Punlbite jete? die
’/)un(r(‘ der Byperbolisdwen Ebene M-, und als /—{enje.
de ,Gera‘:“n " die HEnJC der Spuren der GCQC/d.'(I'SCA¢O)

P:=M-4 5

<= 3 . 2weidimens/o (er
g ZIH"' NEJEcmR® st Nanfcrvehfarpoi'; 3 LR

®



I{l,‘l‘B;h,Aud“ das Pavollelenaxiom ist nicht Sa(fv'S)Para-

(lelen sind nicht e.,ir\de.u.éis.

Becveis: GCoM&-(,rc'Sc/-\: Dies sieht man [eicht
im Klgin'schen Modells Zw einem jejcb&ncn GeradcnSe\a—
ment L in U s;b{: es wnendlich viele Geracfcnsejmcnl‘c)

die L hicht Schneiden, aber eineh Ponlet gemein ha beh



Wdh.
- Metrmilc: X Menge, d: XX — R, he3t Metri 4,
Henn ¥ x,y,2 € X gilt:
“Deginithelt dixy)=o =3 ¥y
ly,:XI ) x,ye &
“Syrmmetrie d(x,y) = d (,x)

“Dr ele.cb»Sunj’- dixyy)e dix,2)+d02,y/
(X)a/) metrischer Tawvm.

Ldh: Der 5Pk5.r(sd\¢_ Abstond cl(p;Q) gu,'sc/\en
2ue Punlkten B, 0 in dec €fnh(_fé$5pha.'rc \S-n

Lird definiert  pait  cosh d(P,Q)=«<P Q>

"Sei D" dabei dit offene Erinheitsscheibe wnd
H der hyperbolische Rawm.

_/D°\e H&ﬁf:u 12} )(le'\ﬂ— Hode(_( it Sejebeh

dL&(‘C—h C-O&"‘l d(A
3) = A - n
) <A)’B> ' )A,B€:D

\(1- ¢ A,AD)(1- BB



12 Pewncare 'sches jc/)efb"”"od‘[(

Non Sck&n Wir gum hyperbolischen Ano.(ojora der
S-l:c.veos"a-'(‘;s"l‘"‘ 'Pro_’,ehé"or\ awns der .S,olw'{r;.scbe.h
Geometrie Gber. I Pein2ip mdissen wir lediglich wie
in der SP\'\a\'isd\th Geometrie den 'Projelcﬁionspa.nkf
Vom Wrspreng nach -¢, verlagern Um efwas ein-
fachere TFormeln 20 belhommen, projigieren wir nichy
avf T, IM,, Sondern auv{ die parallele Ebene, die von e,

wnd ¢4 a_u_cscspo.nn-/. wird- Der Unterschied bestehd le-
J»’Slic"\ in ¢inec 5‘6?‘@ OL(("'“S -m C:(Cn Tal{{or 2.

.S-(-.c,reos'ra.('csd-\t ’P‘-oja(z‘ffOr\.. enn a-q.i\" den fprojcl,(-{_-(o—
nspunbt vom Mithelpunkt dec Sphare zam Sédpol
verschieben, echalten wiv die stercografische Pro -
selktion:

In diesem Fall is€ W=MR: |, v=m*\{0,0,-1)7 1,

FOW s (bx, by, o x?oy®) |

Gaxt+y ’
) _ /lé A 0 = Aé J)(J
(3” Sl (L+x?+y2)? (O ") wnd A (e+x2+74)? g

Doher si dit s-&.ueosra@fs‘;‘a "Pr-ojek-fn‘on kon-(‘orm,ablr
nicht £(achentrew.




Domit ist WU die Einheitsscheibe wie im TFall des
Klenm!schen  Modells wnd man berechnet (eicht, dass

F(g,n)=_"1 1+ £, nt
1- ¢ pt 2¢
2n

L ine Bcrec"\’\“-“j ahnlich 2w Jdec €ar das IClein 'sche
Mo dell lieferé

- & N oo
(313 ({)'7)) (,,..fz_,zz)z (o A)

@r‘eser /‘/006!/( c[er hypzrbo(/'\Sc/)en GC’OMe{r/'e

konform genau &t die .stcnoj,-a(-;“/,e Proje kdion .

AuS 3eomg{,r'\3c,\r\£( Sicht ist dies die berets
betcochtete S-l:exeojra_Qisckc @rod‘e(x_-&bn mt
Mittelpunlt (0,- ). Das Ergebn:s des Trons-
ports der hyperbolischen Metrik

1st Se%%beh dur ch

N2
IP-Ql Pocu

cosh d(P,a)=1+2
(1= IPI2)(1-1Q1?)




Mon nennt diesces /‘4004 q das Poincaré —Schebenmaocl
oder auch do.s konforme Sc/)e;behmack(/. Es5 everde
vem niederlandischen Consdler Maarits Cornelss

Escher (4288 - A372) durch ceine berdhmien Ho(2sehni -

He wit etwa , Circle Lim# 17 owS demy TJahre 1858
po Pu.(o.risie.mé.




Dic Geraden duwrch den Hitéelpunht der Schelbe
entsprechen den Geodatischen von IM—q, die dureh
den Schnitf mit de.n)'chfjcn Ebenen nge,ben sind, dee
neben dem U.rSPro-r\j ouwch den Punkt e, enthatéen, Die
andecen Geodatische, 4n{$Prechcn den ”("'“366:36”)
o(.'c den MRand der Scherbe Senbkrechd .S'C/)n¢/'C/Ch, Eschers
Hol#schnitt eeiji- eIant davon. Dit Schwargen Fische
Sind alle kor\jra.e nt bajl. oler /)y,oerﬁo(/“:ckch e érk,
’nSb&Sor\olcrc haben sie aldle Je,.,“{é”, F[é’;Aen/’nha({
Lnd Ahnliches g/ fdi die weipen Frsche

Man fragt sich jetzt, wie dieses Bild wiohl im Klein'schen
Modell auvssehen wirde. Die Kreisbdgen migsen donn
durch 6¢ro~c(¢n$c3mcﬂéﬁ ersefzt cyerden. In der Ta¥,

[5¢.}5¢r$ Circle Llh’\;{ I Sie ,'\‘{, nach Tf‘a.ng.Pormaf'-Or\ ;h
das Klein'sche MHodell i -F‘o{jé Gees




T.3 Poincaré'sches Halbebenenmodell

. (r)a_ra_u_&(' Proj&L(‘él‘onn'
(oder Or{kosrmefs‘l""
Projelttonr
Hiee hotben wir U=€(x,y)7]x2+7244§)
— ™
V=iloy, DERE 122063 und Foy)=lay, (7 xiye) .

Mon  beochte, dass dit (o lale ’Pa.ro.mcéy-,'s,-c,.u,j die Um -
I/..Lhra\obilduns 2ur ‘T"roj(l.(éfow. i5t. Man berechnet
1 (4-72 >y

LS'J (){)Y)) =
A-s -yt ¥Y -

2) und Somi't

A/\' = \Jc’c (Sij(xny)) ' Jxa'y = (a-x%- )’z)_",z ch/)'

Somik st e OrH«oSraQisc:Ac ‘pro‘jd({floh weder fia-
Chen - noch Winkeltrea. Sie ?,ea'\f{- die E"c(e)u:‘e Sit ans

dem Weltall betrachtet qussieht-

(Dar,S8223)

Es S;bt ein weiteres interessantes wund c.n‘c/;{-:’jc_t Mo -

dell. Wir konstruieren €S (—‘o(jcnderma,& eh.

Wic storden mit dem Klein'schen Hodell und fohres

eint PavallelproJ'ekéu'on auvf die obere HalLSPI\&\'&
durch, dh. der Punkt (x,y)7 wird act (\IA_xz-y?',x;y)T-
absgb]lde‘b. PDies st die Transformation , fie uns in

der Ka"*-oj"a'(‘fc die or4503ra€:'szA¢h Kar€en (iefert.

’Dic Ge radens ej mente

acf Kreis b63en
trellen.

@>

n der .Sc.hc:bc cerden daberl
a.bscb(lcie-é, die den /T?u_a.'éor senlcrechd



(\/1 —_x2 _yz,x,y)T

Dec VOr{e“L \'\'\&\’\oc‘u ;S-é) dO-SS Lie Nun e Nne

3D - ’(MS{(‘(\(&C"\& be{:rac_h'(:c,r\ konnen U-’\Cl So it
a_uc_(f\ Ai( Qi&mann_ﬂt{(‘u nutzon Ko rnen. :Da.nn
3![.{ O,u.f:h A(e {/\(‘\r\(,(e(-é(cuo_ L-J;chbr,



Nun wahlen  wic einen Ponkdt ouf dem A’gua-éor)
etuo ¢, , wund '((;}"'Ch eine .Sicr'eo\iro:(fscke proJ'eZ({t'or)
voh e, auw{ die Tangendialebene der Sphére im ge-
3anaber(ie3e,n denh Punkt -e, durch. Dies bildet i,
obere Halbsphare awf e obere Halbebene ob. Die
|<r¢;51>5\jen werden dabei auf [Creisbhsgqen in of¢r Halb-
ehene abaebildet ™€ Auspahme derer; die den Punkt

e, enthatéen DiSE terden awf Geraden [Projigieré.
2
50040"[ die Kr'cisbé:jeh als avch dic Geraden -ére.(‘.'l‘u,

den Nand der Halbebene in cinem rechten &inkel

€2

E,_S "\ahc‘e,{—{ S;C‘\ O-(So (,«.M-c,«‘r\a, Verlﬂe'éf'u.r\\j e ner

’Pa.vo.lle(P\'oJ'e&éion Mt ener \g-fcr'(o\jra-(‘f..fcﬁlh

Peojeltion.
x))’)T wnter c{.'c_ser Sterco -

Das Bild von (Ja-xz_y2,

Sra,(‘.'.schen T-Drojckfion be_rec)\nc-é sich 2u

({’,‘): 4 (Zm)
A-X 27

Hir losen noch (x,5)T o_w" und erhalten

5) > — (“‘* "Z—‘r)

@>




Nach ener etciyas (éinje,rch ’)Zec/‘\nung

exrhaolt mon (d.’r d{e He{rfk derc Poincaré -
So\f\c;"" ouf de~ oberen Halbroum £

cosh d(P,Q)e 4+ =@ Ps(ph), Q:ly, ¥

2hk




