
Karten von Klein und Poincare

In dem heutigen Vortrag wollen wir uns mit Karten
der hyperbolischen Ebene befassen . Hier ist es imGegensatzZur Sphäre möglich , Karten zu finden , die die
ganze hyperbolische Ebene erfassen . Diese Karten wollen
wir Modelle der hyperbolischen Geometrie nennen .

• Tripel (Ust , V1 nennt man lokale Parametrisierung
(Seite 1 Skript E

. Wie bach )
• IM

_ ^
: ' Wir definieren die hyperbolische Ebene wie

folgt : Ü
- n

= { ( Ez) ER} | - ✗ 2--12+2-2=1}
dies entspricht genau unserer bisherigenDefinition

einer Einheitssphäre im Minkowski - Raum

der dim 3
,
d. h . in einem Raum mit Sylvester - Typ

(-2,1 )

(Def . 6. 1) Bem . 6.2
, Lem - 6.3

,
E.Wiesbach )

. SER
}
reg . Fläche -

Eine riemannsche Metrik
g auf

S ordnet jedem Punkt p ES ein eukl -

Skalarprodukt
auf Tps zu, sodass :

K (u
>F. V

) :

( (n)
,

OF
9 ;;

: U→ IR : u '→ 9pm, ou
;

(n ))
du
;

glatt sind , d.h. dass die Abb
. auf die Grams che

Matrix bzgl . der Basis OF (h )
,
OF
(a) von Tdu ^ du
,

F- (a)
S

und
gpu, glatt

ist .

Beachte jedoch , dass eine riemannsche Metrik auf
S keine Metrik auf S im Sinne der metr . Räume ist.
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• Die erste Fundamentalform ordnet jedem Punkt

einer regulären Fläche die Einschränkung des

Standardskalarprodukt auf dessen TangentialebeneZu
,
also

g ;;
( n) =

OF
( u ) ,

OF
( u)

Oui Du;

Es handelt sich um eine Verkettung von glatten
Abb .

und damit um eine riemannsche Metrik
.

( Def - 3.1
,
Def . 3.2 ,

E. Wiesbach )

• Minkowski - Produkt :

Der Vektorraum Tüte Zusammen mit dem Pseudo -
skalarprodukt < •

,
. > das durch die Minkowski -

Metrik ^ o o - i - O

gegeben ist , heißt
9 ;;

= 0 -1 0
- .
.- o

-

o o - s . . . - o Minkowski - Raum
; ; ;

-
-

.
.
:

O O O - - _
. - 1

Berni. Das Skalarprodukt ist also hier durch

× > Y = -

"

✗iy;
+ xoyo gegeben .

Da ein Skalarprodukt
in

immer eine quadratische Form Q impliziert, erhalten
wir mit dem Satz von Sylvester die Signatur ( - n > 1)

für die quadratische Form Q
. (Def

- 1.3
,
L

. Berger )
Falls (4) F

,
V) eine solche Karte mit 1M

-ncv ist, dann ist
F ein Diffeomorphismus von U nach 1M

,
und alleUntersuchungender hyperbolischen Geometrie können auf U

durchgeführt werden , / sind ' die Funktionen

9,
in → IR Zu benutzen

,
die die hyperbolische riemannsche

Metrik in dieser Karte beschreiben .

Da die hyperbolische Metrik durch Einschränkung des
Minkowski - Produktes auf dem IR } anstelle des

euklidischenSkalarprodukts entstand,
haben wir

OF

9 (u
"

,
Ü ) =
ai

( n
'

> v2) ,
OF

ou;
(u
"

>
v2)

- ^ .
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I. 1 Klein
'sches Modell :

Die erste Karte erhalten wir durch Zentralprojektion
vom Ursprung auf die EinheitsKreisscheibe in

U > IM
_ ,
mit UCTE IM

_ ^

• Prop . 3.2.4 Bär : Sei ✓( M } offen , sei f : V- > TR eine
glatte Funktion

, sei S = f- ^ (o ) ( IR } . Es geltegrad FIP ) =/ 0 für alle p ES . Dann steht für PES der

Tps =grad f (p ) " . (Bär )

IM
- n

""

iii. iii.iii.iii.
"

i:FA))✗(1)×, y)
"

Abb .
1

f-(×, y) =
^ I

1- ✗ 2-yz Y .

Diese Karte ist bekannt als kleinliches Modell , als

Cayley - Klein -Modell , als projektives Modell und auch

als Beltramin - Klein Modell der hyperbolischenGeometrie
.
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Überprüfe die Formel F- ( × >y) :

^ SteigungZur Vereinfachung : setze 4=0
E

⇒ fest = ^ &
✗

Für den Schnittpunkt mit der hyperbolischen
Ebene muss gelten

:

f (5) 2 = n + {
2

f- (f) 2- { 2=1

(⇒ §
?

/¥ - 1) = 1

(⇒
g.
2 (1-+2)=1

✗
2

(⇒ qz =
×
?

1-✗
2

⇒ § =
×

1-✗2
'

Wir berechnen

OF

@✗

= ( 1-✗2- yz)
-% ×

OF
^ - Y
'

g,

= (1- ✗ 2-yz )
-%

✗y
) 1-✗ 2

und somit

911 (×, y) =
OF

Ox
)
OF

Ox

= ( 1- ✗ 2- yz )
- }

. (- ✗
'
+ (1-yz)

?
+ (✗y)

? )

= 1- yz

(1- ✗ 2 - y 2)
2

und ähnlich für die anderen Koeffizienten der Metrik
.

Wir erhalten

1 1- y? ✗y( 9 ;;
( × ,y)

) =

(1-✗2-✗2) 2 ✗Y 1- ✗
2
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•Zentral projektion : Die nächste azimuthale Karte

ist die gnom ☐ nische Projektion oder Zentral

projektion
-

r r n ^ ^

Hier haben wir U > IR
'

, ✓= {(× , y, zgt ER
}
/ Z > 0 } und

F (× ,y) =
1

1++2+-12
'
(× ' % 1)

T

. Man berechnet

(
gij
(KY)) =

1

( 1++2 +yz , z (
^ + Y

? - ✗y

- ✗Y ^ + ✗
2)

und DA = ( 1++2++2 )
-%

dxdy

- Karte ist weder Flächen - noch winkel treu

- aber es werden die Geodätischen auf der Sphäre , die Groß
-

Kreise ,
in der Karte durch Geraden dargestellt

(Bär
,
5.230)

• Flächentreu : Eine Karte ist Flächen treu, falls das

Flächen element der Sphäre , ausgedrückt in den

Koordinaten u', v2 mit dem Flächen
element der

euklidischen Metrik der Ebene übereinstimmt,
DA -_ du ' daz

.

(Bär
,
5.227)

• Winke /treu : Seien S und s
'

reguläre Flächen>Versehenmit riemannschen Metriken gbzw.gl . Ein lokaler
Diffeomorphismus § : S -s s

'

heißt winkel treu
oder konform , falls es eine positive Funktion
( :S - > IR gibt , so dass § * g

'
= c-g.

(Bär
,
5.2281
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Die hyperbolische Metrik sieht im Klein '
sehen

Model, zwar nicht sonderlich einfach aus
,
aber dieses

Modell hat eine sehr schöne Eigenschaft :
I.1.1 Beh . : Geodätische in 1M

, entsprechen Geraden in U .

Beweis : Geometrisch : DieGeodätischen

in IM - ^ sind nämlich genau die Durchschnitte von IM
,

mit Ebenen E , die den Ursprung enthalten . Unter der

Zentralprojektion werden sie auf den Durchschnitt
von E mit der Einheitsscheibe in Te , IM _ , abgebildet .
Der Durchschnitt der beiden Ebenen E und Te

,
IM
_ ,

ist

eine Gerade .

Um dies zu sehen betrachten wir erneut Abb . ?

Das eben gesagte kann man sich hier nun so

vorstellen : Wir betrachten den Sachverhalt hier

in ZD von der Seite . Wir laufen nun jeden Punkt
auf der Kurve IM_^ ab und ziehen von dort aus
Geraden durch den Ursprung .

Die Schnittpunkte
dieser Geraden mit der Tangentiale bene bilden
nun wieder eine Gerade

.

Parallelen axiom

• Parallelenaxiom :

sei < eine Gerade , p ein Punkt , p -4L .

Dann gibt
es höchstens eine Gerade ,

die
p enthält und die

L nicht schneidet .

(Bär
,
S - 14)

Dies erlaubt eine einfache Diskussion des Parallelenaxioms
.

In der Sprechweise und den Notationen aus dem ersten

Kapitel nehmen wir als Menge der Punkte jetzt die

Punkte der hyperbolischen Ebene 1M, und als Menge

der
„
Geraden

" die Menge der Spuren der Geodätischen ,

P : = IM-1
,

G : = { IM-1 NE /ECR } ist zweidimensionaler } - {¢} .Untervektorraum
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I." Beh -Allein das Parallelenaxiom ist nicht gültig ,Parallelensind nicht eindeutig .

Beweis : Geometrisch : Dies sieht man leicht

im Klein
'
sehen Modell . Zu einem gegebenen GeradenSegmentL in U gibt es unendlich

viele GeradenSegmente,

die L nicht schneiden , aber einen
Punkt gemein haben

. @

L
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Wdh .

• Metrik : ✗ Menge, d : ✗ ✗ ✗→ IR
> o
heißt Metrik,

wenn t ×,y, 2- c- ✗ gilt :

- Definitheit dlx
,y )

-

- O (⇒ ✗⇒
| ,

ly - ✗ I , × , ✗ER

- Symmetrie dlx
, y )

= dly
,
×)

- DreieckSung
! dlxsy ) Edcx, z ) + dlz , Y)

(×
,
d) metrischer Raum .

wdh . : Der sphärische Abstand d ( PQ ) zwischen
Zwei Punkten PQ in der Einheitssphäre S

"

( s " : = { ✗ c- F 111×11=1 }
,
F-cukl - Raum)

wird definiert mit coshd ( P, Q ) = <P, Q >

( Unser F von vorhin können wir allgemein
schreiben als

p ( A ) = (Ai )

, |
1- <A)A)

• Sei D " dabei die offene Einheitsscheibe und
H der hyperbolische Raum

.

- Die Metrik im Klein - Modell ist gegeben
durch cosh d.(A)B) = 1- <A. B >

(^ - <A)A) (1- <B.ßj
' ABED

"
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I.2 Poincare ' sches Scheibenmode
"

Nun gehen wir zum hyperbolischen Analogon der
stereo grafischen Projektion aus der sphärischen

Geometrie über . Im Prinzip müssen wir lediglich wie

in der sphärischen Geometrie den Projektionspunkt
vom Ursprung nach - es verlagern .

Um etwas

einfachereFormeln zu bekommen
, projizieren wir nicht

auf Te . IM_^ , sondern auf die parallele Ebene, die von ez
und es aufgespannt wird _ Der Unterschied besteht

lediglichin einer Streckung um den Faktor z
.

• Stenografische Projektion : Wenn
wir denProjektions

punkt vom Mittelpunkt
der Sphäre zum Südpol

verschieben , erhalten wir die
stereografischeProjektion.

n n n A 1

In diesem Fall ist U --TV
, ✓= # { 0,0, - 1)

T

} ,
F (X)) =

^

4++2 + yz
(4×144) 4- ✗ 2-✗2)

T

,

1 0

( 9 ;; ( × , y ))
=

16

(4++2++42
#↳

( ↳ + ✗ ' + yzgz
0 ^

und DA =

16

Daher ist die stereografische Projektion konform ,
aber

nicht flächentreu . (Bär > 5.232 )

Abb .
2



Damit ist U die Einheitsscheibe wie im Fall des

klinischen Modells und man berechnet leicht, dass

f-(5) 2) =
1 1 + {

'

+ Rz

1- [ 2- n
? 2$

21

Eine Berechnung ähnlich zu der für das Klein
'
sehe

Modell liefert

^ 0

( 9 ( &
,
D) =

4

( 1-52-242
0 1

.

der hyperbolischen GeometrieDieses Modell

konform genau
wie die stenografische Projektion .

Aus geometrischer Sicht ist dies die bereits

betrachtete stenografische Projektion
mit

Mittelpunkt ( O , - ^ ) . Das Ergebnis des

Transportsder hyperbolischen Metrik entlang f

ist gegeben durch

( 05h d. (P
,
a) = 1+2

IP - Q1
?

( ^ - IP / 2) (1- 10,12 ,
'
PQEU
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Man nennt dieses Modell das Poincare
-Scheibenmodell

oder auch das konforme Scheiben
modell. Es wurde

vom niederländischen Künstler Maurits Cornelis

Escher ( 1898-1972 ) durch seine
berühmten

Holzschnittewie etwa
„
Circle Limit I.

" aus dem Jahre 1958

popularisiert .

☒
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Die Geraden durch den Mittelpunkt der Scheibe

entsprechen den Geodätischen von IM_ ^ , die durch

den Schnitt mit denjenigen Ebenen gegeben
sind, die

neben dem Ursprung auch den Punkte,
enthalten . Die

anderen Geodätischen entsprechen den Kreisbögen ,

die den Rand der Scheibe senkrecht schneiden . Eschers

Holzschnitt zeigt einige
davon

.

Die schwarzen Fische

sind alle kongruent bzgl . der hyperbolischen
Metrik .

Insbesondere haben sie alle denselben Flächeninhalt

und Ähnliches gilt für die weißen Fische.

Man fragt sich jetzt , wie dieses Bild wohl im Klein
'
sehen

Modell aussehen würde .
Die Kreisbögen müssen dann

durch GeradenSegmente ersetzt werden . In der Tat,
Eschers Circle Limit I

sieht nach Transformation in

das Klein ' sehe Modell wie folgt aus :
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I.3 Poincarösches Halbebenenmodell

• Parallel projektion :
^^ ^^ ^

(oder orthografische
Projektion

Hier haben wir U = { ( × , > IT / ✗2++2<1 } ,
✓ = {( × , y, Z ) IR } IZ > 0 } und F ( ×) Y ) = (×,y,v1 - ✗ z - yz

' )?
Man beachte, dass die lokale Parametrisierung dieUmkehrabbildung zur Projektion ist

. Man berechnet

( g ;;
( × , Y) ) =

^ ^ - "
? ×"

und somit1- ✗ 2- y
?

XY 1- ✗
2

DA =

detlgig.hr/D'dxdy-- ( ^ - ×
?
- yz)

-
^" dxdy

Somit ist die orthografische Projektion wederflächen
- noch winke ( treu .

Sie zeigt die Erde , wie sie
aus

dem Weltall betrachtet aussieht .

I Bär
, 5.229 )

Hänssleraan
Es gibt ein weiteres interessantes und wichtigesModell

.

Wir konstruieren es folgendermaßen .

Wir starten mit dem klinischen Modell und führen

eine Parallel projektion auf die obere Halb sphäre
T

durch , d.h. der Punkt (×, y )
" wird auf (

s - ✗ 2-yz
'

,
×
,y)

abgebildet . Dies ist die Transformation , die uns in

der Kartografie die orthografischen Karten liefert .

Die GeradenSegmente in der Scheibe werden dabei

auf Kreisbögen abgebildet ,
die den Äquator senkrecht

treffen .
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Der Vorteil hierbei
ist
,
dass wir nun eine

3D - Kugel fläche betrachten
können und somit

auch die Riemann - Metrik nutzen
können

.

Dann

gilt auch
die Winkeltreue wieder .

14
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Nun wählen wir einen Punkt auf dem Äquator,
etwa ez ,

und führen eine stenografische Projektion
von ez auf die Tangentialebene der Sphäre im

gegenüberliegendenPunkt - e, durch . Dies bildet die

obere Halbsphäre auf die obere Halbebene ab . Die

Kreisbögen werden dabei auf Kreisbögen in
der Halb -

ebene abgebildet
mit Ausnahme derer, die

den Punkt

ez
enthalten .

Diese werden auf Geraden projiziert .

Sowohl die Kreisbögen als auch die Geraden treffen

den Rand der Halb ebene in einem rechten Winkel
.

Es handelt sich also um eine Verkettung einer
Parallelprojektion mit einer stereografischen
Projektion .

T

Das Bild von ( ^ - ✗ 2-yz
'

,
× > y) unter dieser

Stereo -

grafischen Projektion berechnet sich Zu

u

✓
=

^ 2 1- ✗2- yz
'

1- ✗
zy

-

Wir lösen nach ( ×
,>IT auf und erhalten

✗

y
=

^ U2+ v2 - 4
u2 + ✓2+4 4hr
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Setzen wir dies in die Parametrisierung (THY) ) des

Klein
' Sehen Modells ein> so erhalten wir das Poincare '

sehe Halb ebenenmodell

u2 + v2 + 4
f- ( u , ↳ =

^

↳u
U2 + v2

- ¢

Liv

mit U = { (u, v5 In > o } .

Wie zuvor berechnet man

( 9 (u , v))
=
1 10

U2 0 1

Somit ist auch das Poincare 'sehe Halb ebenenmodell

konform .

Nach einer etwas längeren Rechnung ,
die wir

hier aus Zeitgründen überspringen möchten ,

erhält man für die Metrik der
Poincare -

Scheibe auf den oberen Halb raum E-
+

(05h DCP, Q) = ^ +
IP - QP

,
D= (p, h ) ,

Q :(q , k)

2h4

Eschers Holzschnitt sieht in diesem Modell

folgendermaßen aus :

"


