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1 Homologie von Produkten

(1.1) Erinnerung: Seien C,C 1 zwei Kettenkomplexe. Dann wird C b C 1 “ pC b C 1qkPZ,

pC b C 1qk “
à

p`q“k

Cp b C 1
q

Bk : pC b C 1qk Ñ pC b C 1qk´1

Bkpcb c1q “ Bpcb c1 ` p´1qpcb B1
qc

1, c P Cp, c
1 P C 1

q, p` q “ k

Dann gibt es natürliche Transformationen

λ “
`

λk :
`

HpCq bHpC 1q
˘

k
Ñ HkpC b C 1q

˘

kPZ

rzs b rz1s ÞÑ rz b z1s

und
µ “

´

µk : HkpC b C 1q Ñ Tor
`

HpCq, HpC 1q
˘

¯

k´1

so dass die folgende Sequenz graduierter abelscher Gruppen exakt ist und spaltet (Künneth-Formel
für Kettenkomplexe):

0 Ñ HpCq bHpC 1q
λ
ÝÑ HpC b C 1q

µ
ÝÑ Tor´pHpCq, HpC 1qq Ñ 0

(1.2) Anwendung: Seien A und B abelsche Gruppen. Dann gilt:

TorpA,Bq » TorpB,Aq

Beweis. (a) Seien C und D Kettenkomplexe. Definiere dann:

τpq : Cp bDq Ñ Dq b Cp, τqppcb dq “ p´1qpqdb c

sowie
τk :“

à

p`q“k

τpq : pC bDqk Ñ pD b Cqk

Dann wird τ “ pτkq : C bD Ñ D b C eine Kettenabbildung, denn für c P Cp, d P Dq gilt:

Bk ˝ τkpcb dq “ Bk pp´1qpqdb cq

“ p´1qpq pBqdb c` p´1qqdb Bcq

“ p´1qpqBqdb c` p´1qpq`qdb Bpc
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während

τk´1 ˝ Bkpcb dq “ τk´1pBpcb d` p´1qpcb Bdq

“ p´1qpp´1qqdb Bpc` p´1qp`ppq´1qBqdb c

“ p´1qpq´qdb Bpc` p´1qpqBqdb c

“ Bk ˝ τkpcb dq

Da τk Isomorphismus ist ,@k P Z, ist auch

τ˚ : HpC bDq Ñ HpD b Cq

ein Isomorphismus.

(b) Seien nun

SA : 0 Ñ R
α
ÝÑ F

β
ÝÑ A Ñ 0

SB : 0 Ñ R1 α1

ÝÑ F 1 β1

ÝÑ B Ñ 0

freie Auflösungen von A bzw. B. Man setze dann

CA : . . . Ñ 0 Ñ C1
α
ÝÑ C0 Ñ 0 Ñ . . .

CB : . . . Ñ 0 Ñ C 1
1

α1

ÝÑ C 1
0 Ñ 0 Ñ . . .

mit C1 “ R,C0 “ F,C 1
1 “ R1, C 1

0 “ F 1. Dann sind CA und CB Kettenkomplexe und es gilt

H0pCAq – A und HkpCAq “ 0 für k ‰ 0

und ebenso für CB. Nach der Künneth-Formel ist nun

H1pCA b CBq –
`

HpCAq bHpCBq
˘

1
‘

`

TorpHpCAq, HpCBqq
˘

0

– Tor
`

H0pCAq, H0pCBq
˘

– TorpA,Bq

Wegen Teil (a) folgt daher:

TorpB,Aq – H1pCB b C1q – H1pCA b CBq – TorpA,Bq

(1.3) Variante: (a) Sei G ein Körper. Ein G-Kettenkomplex C ist ein Familie pCkqkPZ von G-
Vektorräumen zusammen mir eine Familie pBkqkPZ von linearen Abbildungen

Bk : Ck Ñ Ck´1

mit Bk´1 ˝ Bk “ 0 , für alle k P Z.
Man bildet dann in ähnlicher Weise wir bei abelschen Gruppen die Zykelräume Zk Ď Ck

und Ränderräume Bk Ď Zk Ď Gk. Sie sind ebenso, wie deren Homologie Hk “ Zk{Bk, G-
Vektorräume.

2



Algebraische Topologie

(b) Seien nun V,W G-Vektorräume. Aus dem (freien) G-Vektorraum FpV ˆ W q über der Menge
V ˆW teilt man dann den Unterraum U Ď F heraus, der durch die Relationen

pv1 ` v2, wq ´ pv1, wq ´ pv2, wq

pv, w1 ` w2q ´ pv, w1q ´ pv, w2q
p@v, v1, v2 P V,w,w1, w2 P W q

und
pλv,wq “ λpv, wq

pv, λwq “ λpv, wq
p@v P V,w P W,λ P Gq

erzeugt wird.

Der Quotient
V bG W :“ FGpV ˆW q{U

heißt dann das G-Tensorprodukt von V und W . Ist i : V ˆ W Ñ FGpV ˆ W q die natürliche
Inklusion und π : FGpV ˆW q Ñ V bG W die natürlich Projektion, so ist

bG :“ π ˝ i : V ˆW Ñ V bG W

eine universelle bilineare Abbildung , d.h. für jedes bilineaere s : V ˆ W Ñ U für eine weiteren
G-Vektorraum U , gibt es genau eine G-lineare Abbildung Φ : V bG W Ñ U mit Φ ˝ b “ s,

V ˆW U

V bG W

s

bG
Φ

(c) Betrachtet man V und W als abelsche Gruppen (und vergisst die skalare Multiplikation mit G),
so beachte man, dass die abelsche Gruppe V bZ W im Allgemeinen etwas anderes ist als die
unterliegende abelsche Gruppe von V bG W . Letzten entsteht aus ersterer, wenn man aus ihr
die Untergruppe herausteilt, die von allen Elementen der Form

pλvq b w ´ v b pλwq

(mit λ P G, v P V,w P W ) erzeugt wird.

(d) Deshalb ist nun auch für zwei G-Kettenkomplexe C “ pCpqpPZ und C “ pC 1
qqqPZ das G-

Tensorprodukt C bG C 1 “
`

pC b C 1qk
˘

kPZ etwas anderes als C b C 1. Hierbei ist wie unter
(1.1)

Ck :“ pC bG C
1qk “

à

p`q“k

Cp bG C
1
q

Bk : Ck Ñ Ck´1

gegeben durch
BkpcbG c

1q “ Bpcb c1 ` p´1qpcb B1
qc

1

für c P Cp, c
1 P C 1

q und p` q “ k. CbGC
1 ist dann wieder ein G-Kettenkomplex und wie in (1.1)

hat man eine natürliche Transformation

λ “ λC,C1 : HpCq bG HpC 1q Ñ HpC bG C
1q

gegeben durch
λprzs b rz1sq “ rz b z1s
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(1.4) Satz: (Künneth-Formel für G-Kettenkomplexe) Seien C und C 1 beliebige G-Kettenkomplexe.
Dann ist die natürliche Transformation λ eine natürliche Äquivalenz zwischen den Funktoren

F1, F2 : KK ˆ KK Ñ gAb

gegeben (auf den Objekten) durch

F1pC,C 1q “ HpCq bG HpC 1q

F2pC,C 1q “ HpC bG C
1q

d.h. λ “ λC,C1 ist ein Isomorphismus für alle C und C 1.

(1.5) Vorbereitung: (a) Der wesentliche Unterschied im Vektorraumfall der zu dieser Vereinfa-
chung führt, ist folgender:
Ist f : V Ñ W ein injektive, lineare Abbildung, so besitzt f ein Linksinverses h : W Ñ V , d.h.
h ist linear und h˝f “ idV . Nach dem Basisergänzungssatz kann man nämlich eine Basis B von
Bildpfq Ď W zu eine Basis B von W ergänzen. Und dann setzt man etwa für B “ pviqiPI von
impfq und B “ pvi, wjqiPI,jPJ

hpviq :“ f´1pviq, hpwjq “ 0

(Wo f : impfq Ñ V hier das Inverse des Isomorphismus f : V Ñ impfq bezeichnet). (Der injektive
Homomorphismus f : Z Ñ Z, fpnq “ 2n hat kein Linksinverses). Sind daher f1 : V1 Ñ W1 und
f2 : V2 Ñ W2 injektiv, so ist auch f1 b f2 : V1 bV2 Ñ W1 bW2 injektiv, denn sind h1 :W1 Ñ V1
und h2 : W2 Ñ V2 Linksinverse vor f1 und f2, so ist h1 b h2 : W1 bW2 Ñ V1 b V S2 linksinvers
zu f1 b f2

ph1 b h2q ˝ pf1 b f2q “ ph1 ˝ f1q b ph2 ˝ f2q “ id b id “ id

Damit ist auch h1 b h2 injektiv. (Den Index G am Tensorprodukt haben wir hier unterdrückt.)

Das bedeutet, dass das Tensorieren mit einem festen G-Vektorraum ein exakter Funktor von
VecG nach VecG ist, denn mit einem injektiven α : W1 Ñ W2 ist ja dann auch α b id :
W1 b V Ñ W2 b V injektiv. Es gibt also in dieser Kategorie kein Torsionsprodukt, d.h.

TorGpV,W q “ 0

für alle G-Vektorräume V,W .

(b) Insbesondere liefert dann der gleich Beweis wie im Falle abelscher Gruppen das universelle Ko-
effiziententheorem für G Kettenkomplexe:

Ist C ein G Kettenkomplex und V ein G-Vektorraum, so ist die natürliche Transformation
λ “ pλCq mit

λC : HpCq bG V Ñ HpC bG V q, rzs b v ÞÑ rz b vs

eine natürliche Äquivalenz.

Beweis von (1.4) Nun kopiert man den Beweis der Künneth-Formel für Kettenkomplexe (1.1). Zunächst
gilt auch das Lemma in der G-Version:

Ist C einGKettenkomplex , bei dem alle Randoperatoren trivial sind, so ist für jedenG-Kettenkomplex
C 1

λC,C1 : HpCq bHpC 1q Ñ HpC b C 1q

4



Algebraische Topologie

ein Isomorphismus, da der Beweis des Lemmas im Wesentlichen das universelle Koeffiziententheorem
benutzt.

Aber dann kann man den Beweis von (1.1) übernehmen, der einfacher wird , weil

TorG
`

HpCq, HpC 1q
˘

“ p0q

ist.

(1.12) Kommentar: Diese G Variante der Künneth-Formel ist häufig nützlich, z.B. wenn man sich
nur für die Betti-Zahlen oder die Euler-Charakteristik eines Produktraumes interessiert (siehe z.B.
1.35).

(1.13) Motivation: (a) Eigentlich sind wir darauf aus, aus den Homologien HpXq und HpY q zwei-
er topologischer Räume X und Y auf die Homologie HpX ˆ Y q des Produktraumes X ˆ Y zu
schließen.
Seien dazu p, q P N0 und σ : ∆p Ñ X sowie τ : ∆q Ñ Y ein singuläres p-Simplex in X sowie ein
singuläres q-Simplex in Y . Aus

σ ˆ τ : ∆p ˆ ∆q Ñ X ˆ Y

möchte man gerne ein singuläres k-Simplex in X ˆ Y machen, wo k “ p` q ist, oder zumindest
eine singuläre k-Kette in X ˆ Y .
Dazu könnte man einen Homöomorphismus

f :
`

p∆p ˆ ∆qq, p∆p ˆ ∆qq˝
˘

Ñ p∆k, p∆kq˝q

(mit p∆pˆ∆qq˝ :“ Bp∆pˆ∆qq Ď Rk`2) davor schalten, denn beide Raumpaare sind homöomorph
zu pBk,Sk´1q. Es wird sich aber herausstellen, dass man von f lediglich braucht, dass

f˚ : Hk

`

p∆p ˆ ∆qq, p∆p ˆ ∆qq˝
˘

Ñ Hk

`

∆k, p∆kq˝
˘

ein Isomorphismus ist. Es reicht deshalb eine feste Modellkette

mpq P Zk

`

p∆p ˆ ∆qq, p∆p ˆ ∆qq˝
˘

festzulegen, deren Homologieklasse rmpqs die Homologiegruppe Hk

`

p∆p ˆ ∆qq, p∆p ˆ ∆qq˝
˘

er-
zeugt.

mpq :“ Sfpidkq

wäre eine solche.

Eine solche Modelkette wäre z.B. in Fall p “ q “ 1 durch die Summe der folgenden beiden
singulären 1-Simplexe in ∆1 ˆ ∆1 gegeben.

∆1

∆1

θ1

θ2

∆1 ˆ ∆1

mn “ σ21 ` σ22

Abbildung 1: Modelkette für den Fall p “ q “ 1
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Für p “ q “ 0 bietet sich natürlich die Modellkette

m00 “ pe0, e0q

an, wenn ∆0 “ te0u ist

(b) Wenn das gemacht ist, so könnte man σ P
ř

ppXq und τ P
ř

qpY q die k-Kette

Spσ ˆ τqpmpqq P SkpX ˆ Y q

zuordnen, die dann späte selbst wieder mit σ ˆ τ bezeichnet wird. Bilinear fortgesetzt erhält
man dann ein bilineares

ˆ : SppXq ˆ SqpY q Ñ SkpX ˆ Y q

dessen Bild gerade aus allen Produktketten besteht (nach Definition).

(c) Bei nichtige Wahl der Modellketten mpq P Sk
`

p∆p ˆ∆qq, p∆p ˆ∆qq˝
˘

stellt sich dann die Rand-
formel

Bpσ ˆ τq “ Bσ ˆ τ ` p´1qpσ ˆ Bτ

als richtig heraus, weshalb dann ˆ eine Kettenabbildung

P “ PXY : SpXq b SpY q Ñ SpX ˆ Y q

mit
σ b τ Ñ σ ˆ τ

induziert. (vergleiche die Definition des Randoperator auf SpXq b SpY q) und dazu ein Homo-
morphismus

P˚ : H
`

SpXq b SpY q
˘

Ñ HpX ˆ Y q

Während die von ˆ induzierte Kettenabbildung PXY i.A. keineswegs ein Isomorphismus sein wird
(nicht jede k-Kette in X ˆ Y ist Produktkette !), kann man von dem induzierten P˚ erhoffen,
dass es ein Isomorphismus ist.

(d) Im Folgenden wird nun erstaunlich Abstrakt vorgegangen, weil die Modellketten gar nicht explizit
gebraucht werden. Das liegt daran, dass man von den Kettenabbildungen

PXY : SpXq b SpY q Ñ SpX ˆ Y q

nur die Eigenschaft braucht, dass sie natürlich sind, d.h. P “ pPXY q ist eine natürlich Transfor-
mation zwischen den Faktoren F1, F2 : Top ˆ Top Ñ KK die auf der Objekte durch

F1pX,Y q “ SpXq b SpY q, F2pX,Y q “ SpX ˆ Y q

gegeben sind, und das sie normiert sind (siehe (1.16)). Die zugehörigen Modellketten wären dann

mpq :“ P∆p∆qpidp b idqq P Sp`qp∆p ˆ ∆qq

und wegen der Natürlichkeit von P ist dann tatsächlich für beliebiges X und Y sowie σ P

ΣppXq, τ P ΣqpY q

PXY pσ b τq “ PXY pSσpidq b Sτpidqq

“ PXY pSσ b Sτqpid b idq

nat. Trafo.
“ Spσ b τqP∆p∆qpidP b idqq

“ Spσ b τqpmpqq vgl. (b)
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(Und es wird klar werden, dass rmpqs Erzeuger von Hk

`

p∆p ˆ ∆qq, p∆p ˆ ∆qq˝
˘

– Z ist, wenn
m00 “ pe0, e0q ist.)

Sp∆pq b Sp∆qq Sp∆p ˆ ∆qq

SpXq b SpY q SpX ˆ Y q

idp b idq mpq

P∆p∆q

Sσ ˆ Sτ Spσ ˆ τq

PX,Y

(1.14) Erinnerung: Für zwei Kettenkomplexe C und C 1 heißen zwei Kettenabbildungen f, g : C Ñ

C 1 kettenhomotop (kurz: homop), wenn es eine Kettenhomotopie D “ pDkqkPZ zwischen ihren gibt,
d.h Dk : Ck Ñ C 1

k mit
B1
k`1 ˝Dk `Dk´1 ˝ Bk “ gk ´ fk

kurz :
B1 ˝D `D ˝ B “ g ´ f

Es induzieren dann g und f die gleichen Abbildungen in der Homologie, denn

g˚przsq ´ f˚przsq “ rpgk ´ fkqpzqs “ rBDpzq `D Bz
loomoon

“0

s “ 0

(1.15) Lemma: Seien C und C 1 nicht-negative Kettenkomplexe und für k ą 0 sei Ck frei und
HkpC 1q “ p0q. Dann gilt:

(a) Sind f, g : C Ñ C 1 Kettenabbildungen mit f0 “ g0, so sind f und g bereits homotop.

(b) Sein B0 Ď C0 und B1
0 Ď C 1

0 die entsprechenden Randgruppen und φ : C0 Ñ C 1
0 ein beliebiger

Homomorphismus, mit φpB0q Ď B1
0. Dann gibt es eine Kettenabbildung f : C Ñ C 1 mit f0 “ φ.

Beweis. (a) Induktion über k.
k “ 0: Wir definieren D0 “ 0, dann gilt

B1
1 ˝D0 `D1 ˝ B0 “ 0 “ g0 ´ f0

Sei nun Dj : Cj Ñ C 1
j`1 für 0 ď j ď k gewählt, mit

B1
j`1 ˝Dj `Dj´1 ˝ Bj “ gj ´ fj (*)

Und sei pxjqjPI eine Basis von Ck`1. Dann ist z1
i :“ pgk`1 ´ fk`1 ´ Dk ˝ Bk`1qpxiq P C 1

k`1 ein
Zyklus

C 1
k`1Ck`1

Ck

gk`1

fk`1

Bk`1
Dk
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Sei j “ k: Dann ist

B1z1
i “ pB1gk`1 ´ B1fk`1 ´ B1Dk ˝ Bk`1qpxiq

p˚q
“ pB1gk`1 ´ B1fk`1 ´ gk ˝ Bk`1 ` fk ˝ Bk`1 `Dk´1 BkBk`1

loomoon

“0

qpxiq

“ 0

Also ist z1
i ein Zykel und damit auch ein Rand, da H˚pC 1q “ 0.

Setze Dk`1xi “ x1
i P C 1

k`2 mit Bx1
i “ z1

i. Da C frei ist, lässt sich

Dk`1 : Ck`1 Ñ C 1
k`2

eindeutig fortsetzen.
@i P I:

B1
k`1Dk`1pxiq

loooomoooon

“x1
i

“ z1
i

ñ B1
k`1Dk`1pxiq `Dk ˝ Bk`1pxiq “ pgk`1 ´ fk`1qpxiq

(b) Induktion über k.
k “ 0: Sei pxiq Basis von C1 und wir definieren z1

i :“ φ ˝ B1pxiq. Da φpB0q Ď B1
0 ist , existiert

ein xi P C 1
1 mit B1pxiq “ z1

i. Definiere f0 “ φ und f1pxiq “ z1
i. Dann ist

B1
1 ˝ f1pxiq “ B1

1pz1
iq “ f0 ˝ B1pxiq @i

Kettenhomomorphimus. Eigenschaft für f1 & f0 (Fall f0 in trivial)

IS: k ⇝ k ` 1 Sei f0, . . . , fk gegeben mit

0 ď j ď k B1
jfj “ fj´1Bj (*)

Sei des weiteren pxiq Basis von Ck`1 und z1
i “ fk ˝ Bk`1pxiq. Dann ist z1

i ein Zykel, denn:

B1
kz

1
i “ B1

kpfk ˝ Bk`1pxiqq
p˚q
“ fk`1pB2pxiq

loomoon

“0

q “ 0

Also ist z1
i Rand (da HkpC 1q “ 0 @k ě 1). Sei x1

i P C 1
k`1 mit B1xi “ z1

i. Definieren wir

fk`1 : Ck`1 Ñ C 1
k`1, xi ÞÑ x1

i

dann
B1
k`1 fk`1pxiq

looomooon

“x1
i

“ z1
i “ fkpBk`1pxiqq

Also Bk`1 ˝ fk`1 “ fk ˝ Bk`1

(1.16) Definition: Seien F1 und F2 Funktoren

F1, F2 : Top ˆ Top Ñ KK
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die auf den Objekten gegeben sind durch

F1pX,Y q “ SpXq b SpY q

F2pX,Y q “ SpX ˆ Y q

und naheliegend auf den Morphismen. Daun nennen wir eine natürliche Transformation P “ pPXY q

zwischen F1 und F2 Eilenberg-Zilber-Transformation, wenn sie normiert ist. D.h. für alle topologischen
Räume X und Y , sowie px, yq P pX,Y q gilt

pPXY q0 : S0pXq b S0pY q Ñ S0pX ˆ Y q

pPXY q0pxb yq “ px, yq

wobei wie üblich Σ0pXq mit X identifiziert wird.

(1.17) Proposition: Sind P, P 1 Eilenberg-Zilber-Transformationen, dann gilt für alle topologischen
Räume X,Y : Die Kettenabbildungen PXY und P 1

XY sind (ketten-)homotopieäquivalent.

Beweis. (a) Seien p, q P N, X “ ∆p und Y “ ∆q. Da P und P 1 normiert sind, gilt pPXY q0 “ pP 1
XY q0.

Zudem ist ∆p ˆ ∆q – Bp`q, also HkpX ˆ Y q “ 0 für alle k ą 0.
Nach (1.15) existiert eine Kettenhomotopie

Dp,q :“ D∆p,∆q : Sp∆pq b Sp∆qq Ñ Sp∆p ˆ ∆qq

von Pp,q :“ P∆p,∆q und P 1
p,q :“ P 1

∆p,∆q . D.h.

BDp,q `Dp,qB “ P 1
p,q ´ Pp,q

(b) Seien X,Y beliebige topologische Räume, k P N , p, q P N0 mit p ` q “ k. Für σ P ΣppXq und
τ P ΣqpY q setzen wir

pDXY qk :
`

SpXq b SpY q
˘

k
Ñ Sk`1pX ˆ Y q;

σ b τ ÞÑ Spσ ˆ τq
`

pDpqqkpidp b idqq
˘

Dann kommutiert per Konstruktion.

SpXq b SpY q SpX ˆ Y q

Sp∆pq b Sp∆qq Sp∆p ˆ ∆qq

DXY

Sσ b Sτ

Dp,q

Spσ ˆ τq

denn σ b τ “ pSσ b Sτqpidp b idqq.

(c) DXY ist eine Kettenhomotopie zwischen PXY und P 1
XY , denn für σ P ΣppXq, τ P ΣqpY q gilt

pBDXY `DXY Bqpσ b τq “ BSpσ ˆ τq ˝Dpqpid b idq `DXY ˝ BpSσ b Sτqpid b idq

“
“

Spσ ˆ τqBDpq `DXY ˝ BpSσ b Sτq
‰

pid b idq

“
“

Spσ ˆ τq ˝ pP 1
pq ´ Ppq ´DpqBq `DXY ˝ BpSσ b Sτq

‰

pid b idq

“ Spσ ˆ τq ˝ pP 1
pq ´ Ppqqpid b idq

“ pP 1
pq ´ Ppqqpσ ˆ τq

Also BDXY `DXY B “ P 1
pq ´ Ppq
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(1.18) Kommentar: (a) DXY ist natürlich. Seien f : X Ñ X 1.g : Y Ñ Y 1 stetig, σ P ΣppXq, τ P

ΣqpY q:

DXY pSf b Sgqpσ b τq “ DX 1Y 1pSpf ˝ σq b Spg ˝ τqqpid b idq

“ pSpf ˝ σq ˆ pg ˝ τqqDpqpid b idq

“ Spf ˆ gq ˝ Spσ ˆ τqDpqpid b idq

“ Spf ˆ gqDXY pσ b τq

(b) Vgl. Beweis des Homotopitsatzes oder der Baryzentrischen Unterteilung. Man nennt das die
Methode der Azyklischen Modelle.

(1.19) Proposition: Es existiert eine EZ-Transformation

P “ pPXY qX,Y

Beweis. (a) Seien wieder p, q P N0, X “ ∆p, Y “ ∆q. Ist zu z P
`

SpXq b SpY q
˘

0
ein Rand, so ist z

eine Linearkombination von Elementen der Form

px2 ´ x1q b y und xb py2 ´ y1q

mit x, x1, x2 P SpXq und y, y1, y2 P SpY q. Die Abbildung

φ0 : S0p∆pq b S0p∆qq Ñ S0p∆p ˆ ∆qq

φ0pxb yq “ px, yq (*)

bildet Ränder in Ränder ab, denn

px2, yq ´ px1, yq bzw. px, y2q ´ px, y1q

sind Ränder in S0p∆p ˆ ∆qq. Nach dem Lemma (1.15) b) gibt es daher eine Kettenabbildung

Ppq : Sp∆pq b Sp∆qq Ñ Sp∆p ˆ ∆qq

mit pPpqq0 “ φ0 (denn S0p∆pq b S0p∆qq ist frei und S0p∆p ˆ ∆qq azyklish, da ∆p ˆ ∆q zusam-
menziehbar ist).

(b) Nun setzen wir für beliebigen pX,Y q und σ P ΣppXq, τ P ΣqpY q wieder

PXY : SpXq b SpY q Ñ SpX ˆ Y q

PXY pσ b τq :“ Spσ ˆ τq
`

Ppqpidp b idqq
˘

(**)

fest, so dass

SpXq b SpY q SpX ˆ Y q

Sp∆pq b Sp∆qq Sp∆p ˆ ∆qq

PXY

Sσ b Sτ

Pp,q

Spσ ˆ τq

(und Ppq “ P∆p∆q ist). Wie in (1.18) (a) sieht man dann, das P “ pPXY q tatsächlich natürlich
Transformation ist, die wegen (*),(**) und Ppq “ φ0 auch normiert ist.

10
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(1.20) Kommentar: (a) Gehen wir von der Kategorie KK zur Homotopiekategorie HKK über,
so gibt es nach (1.17) und (1.19) also genau eine natürlich Transformation P von F1 nach F2,
wobei F1, F2 : Top ˆ Top Ñ HKK, die normiert ist und auf den Objekten durch

F1pX,Y q “ SpXq b SpY q, F2pX,Y q “ SpX ˆ Y q

gegeben ist.

(b) Auf die gleich Weise können wir nun auch ein (Homotopie-)Inverses Q “
`

QXY : SpX ˆ Y q Ñ

SpXq b SpY q
˘

X,Y
konstruieren, d.h. für jeden Paar pX,Y q ist

PXY : SpXq b SpY q Ñ SpX ˆ Y q

sogar eine Homotopie-Äquivalenz.

(1.21) Proposition: Seien F1, F2 : Top ˆ Top Ñ HKK wie oben.

(a) Dann gibt es eine natürliche Transformation Q “ pQXY qX,Y von F2 nach F1, die normiert ist,
d.h.

pQXY q0px, yq “ xb y @x P X, y P Y

(b) Sind Q und Q1 zwei solcher normierter, natürlicher Transformationen, so gibt es ein natürliche
Familie von Kettenhomotopien

D “ pDXY : QXY
–
ÝÑ Q1

XY q

zwischen ihnen.

Beweis. (a) (i) Sei k P N0 X “ ∆k und Y “ ∆k. Es ist Sp∆k ˆ ∆kq frei und nach der Künneth-
Formel für Kettenkomplexe für k ą 0

HkpSp∆kq b Sp∆kqq “
“

H0p∆kq bHkp∆kq
looomooon

“p0q

‘H1p∆kq bHk´1p∆kq ‘ . . .‘Hkp∆kq
looomooon

“p0q

bH0p∆kq
‰

‘
“

TorpH0p∆kq bHk´1p∆kqq
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

“p0q

‘ . . .‘ TorpHk´1p∆kq bH0p∆kqq
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

“p0q

‰

“ p0q

Nach (1.15) (b) gibt es deshalb eine Kettenabbildung

Qk : Sp∆k ˆ ∆kq Ñ Sp∆kq b Sp∆kq

mit
pQkq0px, yq “ xb y, @x, y P ∆k,

denn

φ0 : S0p∆k ˆ ∆kq Ñ S0p∆kq b S0p∆kq

px, yq ÞÑ xb y

11
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bildet Ränder auf Ränder ab, denn ist γ : r0, 1s Ñ ∆k ˆ ∆k ein Weg von px1, y1q nach
px2, y2q so ist γ1 :“ π1 ˝ γ Weg von x1 nach x2 und γ2 :“ π2 ˝ γ Weg von y1 nach y2
(π1, π2 : ∆

k ˆ ∆k Ñ ∆k die Projektionen auf den 1. bzw. 2. Faktor). Wegen

φ0ppx2, y2q ´ px1, y1qq “ x2 b y2 ´ x1 b y1

“ px2 ´ x1q b y2 ` x1 b py2 ´ y1q

“ Bγ1 b y2 ` x1 b Bγ2

“ Bpγ1 b y2 ` x1 b γ2q

Bildet φ0 Ränder auf Ränder ab,

(ii) Sei k P N0 , X,Y topologische Räume, sowie σ P ΣkpX ˆY q beliebig. Sei dk P Skp∆k ˆ∆kq

das Diagonalsimplex
dk “ pidk, idkq,

also
dkpxq “ px, xq, @x P ∆k

Setze dann mit σi :“ πi ˝ σ pi “ 1, 2q

QXY : SpX ˆ Y q Ñ SpXq b SpY q,

pQXY qRpσq :“ pSσ1 b Sσ2qpQkpdkqq

Wegen

σ “ pσ1, σ2q “ pSσ1pidq, Sσ2pidqq

“ pSσ1, Sσ2qpid, idq “ Spσ1, σ2qpdq “ Sσpdq

ist dann:
QXY ˝ Sσ “ pSσ1 b Sσ2q ˝Qk,

also kommutativ:

SkpX ˆ Y q
`

SpXq b SpY q
˘

k

Skp∆kq
`

Sp∆kq b Sp∆kq
˘

k

QXY

Skσ

Qk

pSσ1 ˆ Sσ2qk

Es ist dann ähnlich zu zeigen wir bei P , QXY tatsächlich eine Kettenabbildung, normiert
und natürlich in X und Y .

(b) Sind Q und Q1 gegeben, so zeigt man in (1.17), dass es eine natürliche Homotopie D : Q – Q1

gibt (zunächst auf X “ Y “ ∆k, k P N0, dann allgemein).

(1.22) Satz: (von Eilenberg-Zilber) Seien P : F1 Ñ F2 und Q : F1 Ñ F2 die eindeutig bestimmten,
normierten natürlichen Transformationen zwischen den Funktoren mit

F1pX,Y q “ SpXq b SpY q, F2pX,Y q “ SpX ˆ Y q

Dann sind P und Q invers zueinander, d.h.

P ˝Q “ id, Q ˝ P “ id

Das bedeutet P und Q sind natürliche Äquivalenzen zwischen F̃1 und F̃2, wenn F̃1, F̃1 : TopˆTop Ñ

HKK mit F̃1 “ π1 ˝ F1, F̃2 “ π2 ˝ F2 und die nat. π : KK Ñ HKK ist.

12
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(1.23) Kommentar: (a) Ist P eine EZ-Trafo, so ist also

PXY : SpXq b SpY q Ñ SpX ˆ Y q

für alle X,Y eine Homotopieäquivalenz. Insbesondere induziert P für alle X,Y und k P N0 einen
Isomorphismus

pPXY q˚k : HkpSpXq b SpY qq Ñ HkpX ˆ Y q

(b) Man nennt (jeder Wahl von) Q “ pQXY : SpX ˆ Y q Ñ SpXq b SpY qqX,Y eine EZ-Äquivalenz.
Während wir P nicht explizit angegeben haben, kann man die für Q wie folgt tun:

(1.24) Definition: (a) Seien p, q, k P N0 mit 0 ď p, q ď k. Wir bezeichnen dann mit

pδ1qkp : ∆p Ñ ∆k

und
pδ2qkp : ∆q Ñ ∆k

die Einschränkungen der linearen Abbildungen, die durch

pδ1qkppeiq “ ei für i “ 0, . . . , p

und
pδ2qkppejq “ ek´q`j für j “ 0, . . . , q

gegeben sind.

(b) Sei nun k “ p` q und σ : ∆k Ñ X ein singuläres k-Simplex in X. Dann heißt σ1 P ΣppXq mit

σ1 “ σ ˝ pδ1qkp

die p-te Vorderseite von σ und σ2 P ΣqpXq mit

σ2 “ σ ˝ pδ2qkq

die q-te Hinterseite von σ.

e0 e1

∆1

e0 e1

e2

e3

∆3

e0
e1

e2

∆2

pδ2q31

pδ1q32

Abbildung 2: Beispiel für den Fall k “ 3, p “ 2, q “ 1.
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(1.25) Kommentar: Setzt man nun für topologische Räume X und Y , k P N sowie σ “ pσ1, σ2q P

ΣkpX,Y q

QXY pσq :“
k

ÿ

p“0

pσ1
1qp b pσ2

2qk´p

So kann man nachrechnen, dassQXY : SpXˆY q Ñ SpXqbSpY q eine Kettenabbildung ist, die normiert
ist und pQXY qX,Y eine natürliche Transformation von F1 nach F2. Q ist also eine EZ-Äquivalenz.

Beweis von 1.22:

(i) Wir konstruieren eine (natürliche und normierte) Kettenhomotopie vonQXY ˝PXY nach idSpXqbSpY q

zunächst für X “ ∆p und Y “ ∆q. Das geht nach (1.15) (a), weil Sp∆pq b Sp∆qq frei ist und
Sp∆p ˆ ∆qq azyklisch. Diese Homotopie Dpq : pQ ˝ P qX,Y Ý̃Ñid setzt man dann wie gehabt zu
eine natürlichen Transformation D “ pDXY qX,Y fort, die eine Homotopie zwischen Q ˝ P und
id liefert.

(ii) Genauso bei P ˝Q (zunächst auf X “ Y “ ∆kpk P N0q, dann allgemein)

(1.26) Definition: Seien X und Y topologische Räume und P “
`

PXY : SpXq b SpY qq Ñ SpX ˆ

Y q
˘

X,Y
eine EZ-Transformation. Wir definieren das Homologie-Kreuzprodukt

HpXq ˆHpX 1q Ñ HpX ˆX 1q

durch
przs, rz1sq ÞÑ rP pz b z1qs

(1.27) Kommentar: (a) Für zwei graduierte abelsche Gruppen G “ pGpqpPZ und G1 “ pG1
pqpPZ

setzt man GˆG1 “
`

pGˆG1qk
˘

kPZ durch

pGˆG1qk “ ‘p`q“kGp ˆG1
q

Es ist dann GˆG1 eine graduierte abelsche Gruppe (die Summe (Koprodukt) von G und G1 in
gAb).

(b) Das Homologie-Kreuzprodukt ist wohldefiniert und hängt nicht von der Wahl der EZ-Traf ab.
Ist nämlich

λ “
`

λXY : HpXq bHpY q Ñ HpSpXq b SpY qq
˘

die natürliche Transformation mit

λXY przs b rz1sq “ rz b z1s

aus (1.4) (c), so geht für α “ rzs P HppXq und β “ rz1s P HqpY qpp, q P N0q

α ˆ β “ rP pz b z1qs “ P˚prz b z1sq “ P˚ ˝ λpα b βq

und P˚ “ P 1
˚ für je zwei EZ-Trafos P und P 1 da diese homotop sind (1.17).

(c) Man kann sich α ˆ β P Hp`qpX ˆ Y q für α P HppXq und β P HqpY q konkret so vorstellen,
dass man (via P ) eine Modellkette mpq P Hp`q

`

∆p ˆ ∆q, p∆p ˆ ∆qq˝
˘

gewählt hat und zwei
Repräsentanten z P SppXq, z1 P SqpY q die Produktketten z ˆ z1 “ P pz b z1q wie in (1.13) bildet
und davon die Honologieklasse.
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(1.28) Satz: Für je zwei topologische Räume X und Y sei ˆX,Y das Homologie-Kreuzprodukt auf
HpXq ˆHpY q. Dann gilt:

(a) ˆ “ pˆX,Y qX,Y ist eine natürliche Transformation zwischen den Funktoren F1, F2 : Top2 Ñ

gAb mit
F1pX,Y q “ HpXq ˆHpY q, F2pX,Y q “ HpX ˆ Y q

(b) Das Kreuzprodukt ist bilinear.

(c) Das Kreuzprodukt ist in folgendem Sinn graduiert kommutativ. Ist

tXY : X ˆ Y Ñ Y ˆX

die Komponentenvertauschung px, yq ÞÑ py, xq, so gilt für alle α P HppXq und β P HqpY q

pp, q P N0q:
α ˆ β “ p´1qpqt˚pα ˆ βq

(d) Das Homologie-Kreuzprodukt ist im folgenden Sinne assoziativ :
Für topologische Räume X,Y und Z sowie Homologieklassen α P HppXq, β P HqpY q, γ P HrpZq

gilt in Hp`q`rpX ˆ Y ˆ Zq:
pα ˆ βq ˆ γ “ α ˆ pβ ˆ γq.

(e) Neutrales Element: Sei x0 P X und j “ jx0 : Y Ñ X ˆ Y : y ÞÑ px0, yq. Dann gilt für alle
β P HqpY q:

rx0s ˆ β “ j˚prβsq

(und ähnlich bei y0 P Y und j1 : X ˆ ty0u Ñ X ˆ Y ).

Beweis. (a) Die Darstellung
α ˆ β “ P˚ ˝ λpα ˆ βq

zeigt, dass das Kreuzprodukt natürlich ist, d.h. sind f : X Ñ X 1 und g : Y Ñ Y 1 stetig , so ist

pf ˆ gq˚pα ˆ βq “ f˚α ˆ g˚β

HpX 1q ˆHpY 1q HpX 1 ˆ Y 1q

HpXq ˆHpY q HpX ˆ Y q

ˆX 1,Y 1

f˚ ˆ g˚

ˆX,Y

pf ˆ gq˚

(b) Die gleich Formel zeigt auch, dass ˆX,Y bilinear ist, also

pα1 ` α2q ˆ β “ pα1 ˆ βq ` pα2 ˆ βq und

α ˆ pβ1 ` β2q “ pα ˆ β1q ` pα ˆ β2q,

denn b in bilinear, sowie λ und P˚ sind bilinar.

(c) Betrachte die Kettenabbildung

τX,Y : SpXq b SpY q Ñ SpY q ˆ SpXq

τpcb dq “ p´1qpqdb c

15
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für c P SppXq, d P SqpY q, pp, q P N0, vlg. (1.2) (a)). Wir behaupten, dass das folgende Diagramm
bis auf Homotopie kommentiert:

SpX ˆ Y q SpY ˆXq

SpXq b SpY q SpY q b SpXq

StXY

PXY

τXY

PY X

(*)

Es folgt dann für α “ rzs P HppXq, β “ rz1s P HqpY q:

β ˆ α “ rPXY pz1 b zqs

“ p´1qpqrPY X ˝ τX,Y pz b z1qs

p˚q
“ p´1qpqrStXY ˝ PXY pz b z1qs

“ p´1qpqptXY q˚prPXY pz b z1qsq

“ p´1qpqptXY q˚pα ˆ βq

Zur Kommutativität von (*) bis auf Homotopie benutzen wir wieder die Methode der azyklischen
Modelle: Für X “ ∆p und Y “ ∆q ist SpXq bSpY q frei und SpX ˆ Y q azyklisch und außerdem

pPY X ˝ τXY q0pxb yq “ pPY Xq0py b xq “ py, xq “ pStXY q0px, yq “ pStXY ˝ PXY q0pxb yq

für alle x P X, y P Y . Deshalb sind PY X ˝ τXY und StXY ˝ PXY für X “ ∆p und Y “ ∆q

homotop. Nun ist neben P “ pPXY q auch t “ ptXY q natürliche Transformation und deshalb sind
PY X ˝ τXY und StXY ˝ PXY für beliebige X und Y homotop ((1.17) Beweis Teil (b)).

(d) Betrachte hier das Diagramm

SpX ˆ Y q b SpZq SpX ˆ Y ˆ Zq

SpXq b SpY q b SpZq SpXq b SpY ˆ Zq

PXˆY,Z

PXY b id

id b PY,Z

PX,Y ˆZ

Das diese Diagramm bis auf Homotopie kommutiert beweist man wie in (c) mit der Methode
der azyklische Modelle. Es folgt dann für α “ rzs P HppXq, β “ rz1s P HqpY q, γ “ rz2s P HrpZq

pα ˆ βq ˆ γ “ rPXY pz b z1qs ˆ γ

“ rPXˆY,ZpPX,Y pz b z1q b z2qs

“ rPXˆY,Z ˝ pPX,Y b idqpz b z1 b z2qs

“ rPXˆY,Z ˝ pid b PY,Zqpz b z1 b z2qs

“ rPXˆY,Zpz b PY,Zpz1 b z2qqs

“ α ˆ pβ ˆ γq

(e) Methode der azyklischen Modelle: Sei zunächst X “ tx0u und ψ : SpY q Ñ SpXq b SpY q die
Kettenabbildung, mit

ψpdq “ x0 b d
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Dann kommutiert bis auf Homotopie folgendes Diagramm:

SpY q SpX ˆ Y q

SpXq b SpY q

Sj

ψ PXY

(*)

(Beweis Zunächst im Modellfall Y “ ∆qpq P N0q, dann allgemein). Es folgt dann für β “ rz1s P

HqpY q:

rx0s ˆ β “ rPXY px0 b z1qs

“ rPXY ˝ ψpz1qs

“ pPXY ˝ ψq˚prz1sq

p˚q
“ j˚β

Für den allgemeinen Fall nutzen wir Teil (a) mit den Abbildungen i : tx0u ãÑ X, j0 : Y Ñ

tx0u ˆ Y und j : Y Ñ X ˆ Y wie oben. Wegen

pib idq ˝ j0 “ j,

Y x0 ˆ Y

X ˆ Y

j0

j ib id

ist dann :

rx0sX ˆ β “ i˚prx0sq ˆ β

“ pi˚ b id˚qprx0s ˆ βq

“ pib idq˚ppj0q˚pβqq

“ ppib idq ˝ j0q˚pβq

“ j˚pβq

Da ˆ : HpXq ˆ HpY q Ñ HpX ˆ Y q bilinear ist induziert ˆ ein eindeutig bestimmtes, lineares
HpXq bHpY q Ñ HpX ˆ Y q welches wir ebenfalls mit ˆ bezeichnen

HpXq ˆHpY q HpX ˆ Y q

HpXq bHpY q

ˆ

b
ˆ

Erinnere:
`

HpXq bHpY q
˘

k
“

À

p`q“kHppXq bHqpY q
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(1.29) Satz: (Künneth-Formel für topologische Räume) Seien X und Y topologische Räume und
ˆ : HpXq b HpY q Ñ HpX ˆ Y q ihr Homologie-Kreuzprodukt, Q : SpX ˆ Y q Ñ SpXq b SpY q eine
EZ-Äquivalenz und µ : SpXq b SpY q Ñ Tor´pHpXq, HpY qq die natürliche Abbildung aus (1.16) (d).
Dann ist die folgende kurze Sequenz zwischen graduierten abelschen Gruppen exakt, natürlich und sie
spaltet:

0 Ñ HpXq bHpY q
ˆ

ÝÝÝÑ HpX ˆ Y q
µ˝Q˚

ÝÝÝÝÑ Tor´pHpXq, HpY qq Ñ 0 (*)

(1.30) Kommentar: Für eine graduierte abelsche Gruppe pGkqkPZ bezeichnen wir mitG´ “ pG´
k qkPZ

die in der Graduierung um ´1 geshiftete graduierte abelsche Gruppe, G´
k “ gk´1 Es ist also

`

Tor´pHpXq, HpY qq
˘

k
“ TorpHpXq, HpY qqk´1

Beweis von 1.29: Sei P “ pPXY q eine EZ-Trafo, PY X : SpXq b SpY q Ñ SpX ˆ Y q· Benutze nun die
Künneth-Formel für Kettenkomplexe (1.1): Da die Reihe von

0 HpXq bHpX 1q HpSpXq b SpY qq Tor´pHpXq, HpY qq 0

HpX ˆ Y q

λ µ

ˆ µ ˝Q˚

P˚ Q˚

exakt und natürlich ist und spaltet, ist die für (*) auch so.

(1.31) Beispiel: (a) Ist insbesondere HpXq oder HpY q frei, so liefert das Homologie-Kreuzprodukt
einen Isomorphismus.

(i) Z.b. ist dann für m,n P N mit m ‰ n

HkpSm ˆ Snq “

#

Z für k “ 0,m, n,m` n

0 sonst

und für m “ n

HkpSn ˆ Snq “

$

’

&

’

%

Z für k “ 0, 2n

Z2 für k “ n

0 sonst

Sind außerdem rSms P HmpSmq und rSns P HmpSnq fest gewählte Orientierungen von Sm
bzw Sn. So wird für jedes x P Sm und y P Sn H0pSm ˆ Snq von rpx, yqs erzeugt, bei m ‰ n
dann HmpSm ˆ Snq von pjyq˚prSmsq, HnpSm ˆ Snq von pjxq˚prSnsq und Hm`npSm ˆ Snq von
rSms ˆ rSns erzeugt.
Im Fall m “ n wird HnpSn ˆ Snq von pjyq˚prSnsq und pjxq˚prSnsq erzeugt.

(ii) Für den n-dimensionalen Torus Tn “ pS1qn ist

HkpTnq “

#

Zpnkq für 0 ď k ď n

0 sonst

Ist rS1s Orientierung auf S1, xi P Snpi “ 1, . . . , nq und

rS1i s :“ pjiq˚prS1sq
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mit ji : S1 Ñ Tn

jipxq “ px1, . . . , xi´1, x, xi`1, . . . , xnq

pi “ 1, . . . , nq , so wird HkpTnq frei von den Homologieklassen

rS1i1s ˆ . . .ˆ rS1iks P HkpTnq mit 1 ď i1 ă . . . ă ik ď n

erzeugt. Induktion über n:

n “ 0: ✓
n⇝ n` 1:

HkpTn`1q “ HkpS1 ˆ Tnq

K
“

`

H0pS1q bHkpTnq
˘

‘
`

H1pS1q bHk´1pTnq
˘

IV
“

`

Z b Zpnkq
˘

‘
`

Z b Zp n
k´1q

˘

“ Zpnkq ‘ Zp n
k´1q

“ Zpn`1
k q

(b) Für k “ 1 gilt bei beliebigen topologischen Räumen X und Y .

H1pX ˆ Y q – pH0pXq bH1pY qq ‘ pH1pXq bH0pY qq,

insbesondere, wenn X und Y wegzusammenhängend sind:

H1pX ˆ Y q – H1pXq ‘H1pY q

In diesem Fall ist nämlich

Tor0
`

HpXq, HpY q
˘

“
`

TorpHpXq, HpY qq
˘

0
“ p0q

weil H0pXq und H0pY q frei sind.

(1.32) Definition: Sei G ein Ring (kommutativ mit Eins) , P “ pPXY q eine EZ-Trafo und X,Y
topologische Räume. Für α “ rzs P HppX;Gq und β “ rz1s P HqpY ;Gq pp, q P N0q,

z “
ÿ

i

gici, z1 “
ÿ

j

g1
jc

1
j

Setzen wir :

α ˆG β “

«

ÿ

i,j

pgig
1
jqPXY pci b c1

jq

ff

P Hp`qpX ˆ Y ;Gq

und nennen dies das G-Homologie-Kreuzprodukt von α und β.

(1.33) Kommentar: (a) Wir notieren (wie füher) ein Element c b g P SpXq b G wie üblich mit
gc.

(b) Betrachte für einen Ring G die Kettenabbildung

f :
`

SpXq bG
˘

bG

`

SpY q bG
˘

Ñ pSpXq b SpY qq bG

fpgcb g1c1q “ pgg1qcb c1,
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Es folgt dann, das f sogar eine G-Kettenabbildung ist (Wie bei Vektorraum-Komplexen definiert
man G-Kettenkomplexe C “ pCk, Bkq für einer kommutativen Ring Gmit Eins durch eine Familie
pCkqkPZ von G-Moduln Ck und G-linearen Abbildungen pBk : Ck Ñ Ck´1qk mit Bk “ Bk`1 “ 0.
Ist nun

λ : HpX;Gq bHpY ;Gq Ñ H
`

SpXq b SpY q;G
˘

die natürliche Abbildung mit
λprzs bG rz1sq “ rz bG z

1s

und P eine EZ-Trafo, so gilt für alle α P HppX;Gq und β P HqpY ;Gq pp, q P N0q

α ˆG β “ pPXY b idq˚ ˝ f˚ ˝ λpα b βq,

denn mit α “ rzs und β “ rz1s sowie z “
ř

i gici, z
1 “

ř

j g
1
jc

1
j ist:

pPXY b idq˚ ˝ f˚ ˝ λpα b βq “

«

pPXY b idq ˝

˜

ÿ

i,j

pgig
1
jqci b c1

j

¸ff

“

«

ÿ

i,j

pgig
1
jqPXY pci b c1

jq

ff

“ α ˆG β

(c) Deshalb ist
ˆG : HpX;Gq ˆHpY ;Gq Ñ HpX ˆ Y ;Gq

zunächst wohldefiniert und unabhängig von der Wahl der EZ-Trafo P , denn ist P 1 eine weitere
EZ-Trafo, so ist mit PXY “ P 1

XY (via DXY ) auch PXY b idG » P 1
XY b id (via DXY b id), also

pPXY b idq˚ “ pP 1
XY b idq˚.

(d) Das G-Kreuzprodukt ist dann:

(1) G-bilinear (also auch pgαq ˆ β “ gpα ˆ βq@g P G,α P HppXq, β P HqpY q)

(2) natürlich

(3) graduiert kommutativ

(4) assoziativ

(5) respektiert neutrale Elemente,

wie das ganzzahlige Kreuzprodukt x “ xZ (Beweis von (1.28) mit G tensorieren.)

(1.34) Satz: SeiG ein Körper undX,Y topologische Räume. Dann liefert dasG-Homologie-Kreuzprodukt
einen Isomorphismus (den wir auch mit ˆG bezeichnen)

HpX;Gq bG HpY ;Gq Ñ HpX ˆ Y ;Gq

α bG β ÞÑ α ˆG β

Beweis. Wir benutzen die Darstellung

α ˆG β “ pPXY b idq˚ ˝ f ˝ λpα b βq

Sei Q “ pQXY q eine EZ-Transformation von F2 nach F1. Da

QXY ˝ PXY » id, PXY ˝QXY » id,
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gilt auch
pPXY b idq ˝ pQXY b idq » id, pQXY b idq ˝ pPXY b idq » id.

Also ist schon mal
pPXY b idq˚ : HpSpY q b SpY q bGq Ñ HpX ˆ Y,Gq

ein Isomorphismus.
Weiter ist sogar die Kettenabbildung f aus (1.33 (b)) ein Ketten-Isomorphismus, denn

f 1 : SpXq b SpY q bG Ñ pSpXq bGq bG pSpY q bGq

f 1pgpcb c1qq “ pgcq b 1 ¨ c1

ist offenbar invers zu f .
Schließlich ist im Körperfall

λ : HpX;Gq bG HpY ;Gq Ñ H
`

pSpXq bGq bG pSpY q bGq
˘

nach (1.4) ein Isomorphismus und daher die ganze Komposition pPXY b idq˚ ˝ f˚ ˝ λ.

(1.35) Korollar:

Seien X und Y topologische Räume.

(a) Sei k P N0 und HkpXq und HkpY q endlich erzeugt. Dann ist auch HkpX ˆ Y q endlich erzeugt
und für die k. Betti-Zahl bkpX ˆ Y q gilt:

bkpX ˆ Y q “
ÿ

p`q“k

bppXqbqpY q

(b) Sind sogar HpXq und HpY q endlich erzeugt (z.B. wenn X und Y eine endliche CW-Struktur
tragen), so ist auch HpX ˆ Y q endlich erzeugt und es gilt:

χpX ˆ Y q “ χpXq ¨ χpY q

Beweis. (a) Nach Alg.Top. II kann man die Bettizahlen vonX durch die Homologie mit Koeffizienten
in einem Körper der Charakteristik 0 berechnen (z.B. B “ Q):

bkpXq “ dimQHkpX;Qq

Mit (1.33) ist nun

bkpX ˆ Y q “ dimQHkpX ˆ Y ;Qq “ dimQ
`

HpX;Qq bHpY ;Qq
˘

k

“ dimQ
`

‘p`q“k HppX;Qq bQ HqpY ;Qq
˘

Ist nun V ein G-Vektorraum (G Körper) der Dimension m mit Basis pe1, . . . , emq und W ein
G-Vektorraum der Dimension n mit Basis pe1

1, . . . , e
1
nq so ist V bG W ein G-Vektorraum der

Dimension m ¨ n mit Basis ei ˆ e1
j , 1 ď i ď m, 1 ď j ď n. (Übung)

Deshalb ist

bkpX ˆ Y q “
ÿ

p`q“k

dimHppXqdimqpY q

“
ÿ

p`q“k

bppXqbqpY q
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(b) Sind HpXq und HpY q sogar endlich erzeugt, so auch nach der Künneth Formel HpX ˆ Y q. Für
die Euler-Charakteristik ist dann

χpX ˆ Y q “

8
ÿ

k“0

p´1qk dimQpX ˆ Y,Qq

8
ÿ

k“0

ÿ

p`q“k

p´1qpp´1qqbppXqbqpY q “

˜

8
ÿ

k“0

p´1qpbp

¸

¨

˜

8
ÿ

k“0

p´1qqbq

¸

“ χpXq ¨ χpY q
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2 Cohomologie

(2.1) Erinnerung: Seien C1 und C2 Kategorien. Es heißt f : C1 Ñ C2 ein kontravarianter Funktor
oder Cofunktor von C1 nach C2, wenn F jedem Objekt X in C1 ein Objekt F pXq in C2 zuordnet und
jedem Morphismus f in C1, f P MorpX,Y q, einen Morphismus F pfq in C2 mit f P MorpF pY q, F pXqq.
(Beachte die Vertauschung in der Argumenten von Mor).
Dabei soll gelten:

(i) Für alle Objekte X,Y, Z in C1 und Morphismen f P MorpX,Y q, g P MorpY,Zq ist:

F pg ˝ fq “ F pfq ˝ F pgq

Statt F pfq schreibt man auch f˚ (˚ für kontravariant und ˚ für covariant), so dass man dann
erhält:

pg ˝ fq˚ “ f˚ ˝ g˚

(ii) Für alle Objekte X in C1 gilt:
F pidXq “ idF pXq

Oder kurz: id˚ “ id

(2.2) Beispiel: Sei G eine abelsche Gruppe.

(i) Für jede abelsche Gruppe A ist dann auch HompA,Gq “ tφ : A Ñ G,φ ist Homomorphismusu
eine abelsche Gruppe vermöge pφ,ψq ÞÑ φ` ψ mit pφ` ψqpaq “ φpaq ` ψpaq.

(ii) Ist f : A Ñ B Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen A und B, so nennen wir

f˚ “ Hompf ;Gq : HompB;Gq Ñ HompA;Gq

f˚pφq “ φ ˝ f

den zu f dualen Homomorphismus.

A B

G

f

f˚pφq φ

Es folgt, dass F “ Homp ;Gq : Ab Ñ Ab ein kontravarianter Funktor ist, denn für f : A Ñ B,
g : B Ñ C gilt:

pg ˝ fq˚pφq “ φ ˝ pg ˝ fq “ pφ ˝ gq ˝ f “ f˚pg˚pφqq “ pf˚ ˝ g˚qpφq

Für alle A und für alle Homomorphismen φ : A Ñ G ist:

id˚
Apφq “ φ ˝ id “ φ “ idHompA;Gqpφq

(2.3) Beispiel: HompZ;Gq – G vermöge φ ÞÑ φp1q, denn zu einem g P G gibt es genau ein φ : Z Ñ G
mit φp1q “ g.
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(2.4) Proposition: Sei G abelsche Gruppe und sei

A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C Ñ 0

eine exakte Sequenz abelscher Gruppen. Dann ist die induzierte Sequenz abelscher Gruppen

0 Ñ HompC;Gq
g˚

ÝÑ HompB;Gq
f˚

ÝÑ HompA;Gq

exakt.

Beweis. (i) Exaktheit bei HompC;Gq: Sei φ : C Ñ G ein Homomorphismus mit g˚pφq “ 0, also
φ ˝ g “ 0

B C

G

0
g

0
φ

Da g surjektiv ist, folgt φ “ 0. Also ist g˚ injektiv.

(ii) Exaktheit bei HompB;Gq:

(a) Es ist
f˚ ˝ g˚ “ pg ˝ fq˚ “ 0˚ “ 0

Also impg˚q Ď kerpf˚q.

(b) Sei φ : B Ñ G gegeben, mit f˚pφq “ 0, also φ ˝ f “ 0, dann ist kerpgq “ impfq Ď kerpφq,
so dass es einen (eindeutig bestimmtes) φ : B{ kerpgq Ñ G gibt mit φ ˝ πpφq, wo π : B Ñ

B{ kerpgq die kanonische Projektion ist.
Ebenso induziert dieser ein Homomorphismus

g : B{ kerpgq Ñ C

mit g ˝ π “ g, der wegen der Surjektivität von g sogar ein Isomorphismus ist. Wir können
deshalb setzen:

ψ : C Ñ G

ψ :“ φ ˝ g´1

Dann ist also
ψ ˝ g “ φ

und damit kommutieren die drei Teildiagramme des folgenden Diagramms:

B C

G

B{ kerpgq

g

π g

φ

φ

ψ
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Deshalb kommutiert das große:

ψ ˝ g “ ψ ˝ g ˝ π “ φ,

d.i. g˚pψq “ φ. Also ist auch kerpf˚q Ď impg˚q

(2.5) Kommentar: Eine exakte kurze Sequenz

0 Ñ A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C Ñ 0

muss dagegen allerdings keine exakte Sequenz

0 Ñ HompC;Gq
g˚

ÝÑ HompB;Gq
f˚

ÝÑ HompA;Gq Ñ 0

nach sich ziehen, d.i., auch wenn f injektiv ist, ist nicht notwendig f˚ surjektiv. Ist z.B. A “ B “ Z
und C “ Z{2Z sowie f : A Ñ B, fpkq “ 2k und g “ π : Z Ñ Z{2Z kanonisch, so ist

0 Ñ A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C Ñ 0

exakt , aber mit G “ Z{2Z
f˚ : HompB;Gq Ñ HompA;Gq

ist
f˚pφqpkq “ φ ˝ fpkq “ φp2kq “ 2φpkq “ 0,

für alle φ P HompZ,Z{2Zq, aber HompZ,Z{2Zq “ Z{2Z ‰ 0 also ist f˚ nicht surjektiv.

(2.6) Erinnerung: Eine kurze exakte Sequenz

0 Ñ A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C Ñ 0

spaltet, wenn es ein Rechtsinverses r : C Ñ B von g gibt, g˝r “ idC , (bzw. äquivalent ein Linksinverses
l : B Ñ A von f , l ˝ f “ idA). In diesem Fall ist dann B – A‘ C (vermöge pl, gq)

(2.7) Zusatz: ist

0 Ñ A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C Ñ 0

exakt und spaltet, so ist auch

0 Ñ HompC;Gq
g˚

ÝÑ HompB;Gq
f˚

ÝÑ HompA;Gq Ñ 0 (*)

exakt und spaltet auch.

Beweis. Ist l : B Ñ A linksinvers zu f (eine Spaltung), l ˝ f “ idA, so ist

idHompA;Gq “ id˚
A “ pl ˝ fq˚ “ f˚ ˝ l˚

Also ist f˚ zunächst mal surjektiv, also (*) exakt, und dann, dass f˚ Spaltung von (*) ist.
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(2.8) Erinnerung: Sei A eine abelsche Gruppe . Die standard-Auflösung von A

SpAq : 0 Ñ R
i

ÝÑ F
π
ÝÑ A Ñ 0

war gegeben durch F :“ FpAq die freie abelsche Gruppe über der Menge A und π gegeben durch

πpaq “ a

und R :“ kerpπq sowie i : R ãÑ F die Inklusion.
Damit ist SpAq eine freie Auflösung, da mit F auch R als Untergruppe wieder frei ist.

Um ein Maß für das Fehlen der Exaktheit der Sequenz zu bekommen, wenn man Homp , Gq, für eine
abelsche Gruppe G, anwendet, macht man nun folgendes (vgl. die Definition von TorpA,Gq).

(2.9) Definition: Sei A eine abelsche Gruppe und

0 Ñ R
i

ÝÑ F
π
ÝÑ A Ñ 0

ihre Standard-Auflösung. Sei G eine weitere abelsche Gruppe und

i˚ “ Hompi, Gq : HompF,Gq Ñ HompR,Gq

von i induziert. Dann heißt

ExtpA,Gq :“ cokerpi˚qp“ HompR,Gq{impi˚q

das Extensions-Produkt von A mit G (kurz: Ext-Produkt).

(2.10) Kommentar: Für die Standard-Auflösung

0 Ñ R
i

ÝÑ F
π
ÝÑ A Ñ 0

wird also (nach Definition) mit der kanonischen Projektion

ν : HompR,Gq Ñ ExtpR,Gq

die induzierte Sequenz

0 Ñ HompA;Gq
π˚

ÝÝÑ HompF ;Gq
i˚

ÝÑ HompR;Gq
ν
ÝÑ ExtpA,Gq Ñ 0

exakt. Aber was geschieht mit anderen freien Auflösungen von A?

(2.11) Erinnerung: Sind S und S1 freie Auflösungen abelscher Gruppen A und A1 und ist h : A Ñ A1

ein Homomorphismus, so gilt:

(a) Es gibt Homomorphismen g : F Ñ F 1 und f : R Ñ R1 , so dass (*) kommutiert.

S : 0 G F A 0

S1 : 0 G1 F 1 A1 0

f g h

(*)
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(b) Sind g̃ : F Ñ F 1 und f̃ : G Ñ G1 (weitere) Homomorphismen, so dass (*) mit pf̃ , g̃q kommutativ
wird, so gibt es einen Homomorphismus α : F Ñ R1 mit

j1 ˝ α “ g̃ ´ g, α ˝ j “ f̃ ´ f,

S : 0 G F A 0

S1 : 0 G1 F 1 A1 0

j

j1

f̃ ´ f g̃ ´ g
α

(2.12) Proposition: Seien A und A1 abelsche Gruppen,

S : 0 Ñ R
j

ÝÑ F Ñ A Ñ 0

S1 : 0 Ñ R1 j
ÝÑ F 1 Ñ A1 Ñ 0

freie Auflösungen von A bzw. A1 sowie h : A Ñ A1 ein Homomorphismus. Dann gibt es genau einen
Homomorphismus

Φ “ Φph;S, S1q : cokerppjq˚q Ñ cokerpj˚q

(wo ˚ den Hom-Funktor Homp , Gq für eine abelsche Gruppe G bezeichnet), so dass gilt: Sind g :
F Ñ F 1 und f : R Ñ R1 beliebige Homomorphismen, so dass pf, g, hq : S Ñ S1 Homomorphismus
zwischen kurzen exakten Sequenzen ist, so kommutiert auch folgendes Diagramm:

S : 0 HompA;Gq HompF ;Gq HompR;Gq cokerpj˚q 0

S : 0 HompA1;Gq HompF 1;Gq HompR1;Gq cokerppj1q˚q 0

j˚
ν

pj1q˚
ν 1

h˚ g˚ f˚ Φ

(**)

(2.13) Kommentar: Das Besondere an (2.12) ist nicht so sehr die Existenz und Eindeutigkeit von
Φ, so dass (**) kommutiert, denn es gibt sicher nur einen Kandidaten, nämlich

Φprφsq “ rf˚pφqs

@φ P HompR1, Gq (Wohldefiniertheit muss natürlich geprüft werden). Es ist vielmehr die Unabhängigkeit
von der Wahl pf, gq, die pf, g, hq : S Ñ S1 zu einem Homomorphismus zwischen kurzen exakten Se-
quenzen macht.

Beweis von (2.12). Wegen f˚ ˝ pj1q˚ “ j˚ ˝ g˚ ist,

f˚pimppj1q˚qq Ď impj˚q

also ist ν ˝ f˚pimppj1q˚q “ 0. Also gibt es genau ein Φ : cokerppj1q˚q Ñ cokerpj˚q, mit Φ ˝ ν 1 “ ν ˝ f˚,
also

Φprφsq “ rf˚φs,@φ P HompR1, Gq

Ist pf̃ , g̃q eine weitere Wahl, die (*) kommutieren lässt und α : F Ñ R1 mit α ˝ j “ f̃ ´ f . So ist

j˚ ˝ α˚ “ f̃˚ ´ f˚,
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also
f̃˚pφq ´ f˚pφq P impj˚q

Macht daher Φ̃ (**) kommutativ (mit f̃ statt f und g̃ statt g), so ist deshalb

Φ̃prφsq “ rf̃˚pφqs “ rf˚pφqs “ Φprφsq

für alle φ P HompR1, Gq.

(2.14) Korollar: Definiert man eine Kategorie C dadurch, dass die Objekte freie Auflösungen

S : 0 Ñ R Ñ F Ñ A Ñ 0

abelscher Gruppen sind und die Morphismen von C durch Homomorphismen h : A Ñ A1 gegeben sind,

S : 0 R F A 0

S1 : 0 R1 F 1 A1 0

j

j1

h

(und die Komposition ist nun offensichtlich), so ist die Zuordnung Φ : C Ñ Ab, gegeben auf den
Objekten S durch ΦpSq “ cokerpj˚q (mit festem G) und auf den Morphismen h : S Ñ S1 durch

Φphq “ Φph;S, S1q

funktoriell, also

(a) Φpid;S, Sq “ id @S

(b) Φph1 ˝ h;S, S2q “ Φph;S, S1q ˝ Φph1, S1, S2q für alle h : S Ñ S1, h1 : S1 Ñ S2.

Beweis. (Vgl. Alg.Top. II)

(a) Ist h “ id : S Ñ S1, so kann man f “ id und g “ id wählen und erhält

Φpid;S, Sq “ id.

(b) Sind pf, gq bzw pf 1, g1q für h : S Ñ S1 und h1 : S1 Ñ S2 schon gewählt, so ist pf 1 ˝f, g1 ˝g, h1 ˝hq :
S Ñ S2 ein Homomorphismus zwischen kurzen exakten Sequenzen, weil nun sowohl Φph1h;S, S2q

als auch Φph;S, S1q ˝ Φph1;S1, S2q das Diagramm (**) mit ppf 1fq˚, pg1gq˚, ph1hq˚q kommutieren
lässt, ist nach (2.12)

Φph1 ˝ h;S, S2q “ Φph;S, S1q ˝ Φph1;S1, S2q

(2.15) Kommentar: (a) Ist h : A Ñ A1 ein Isomorphismus, so muss also für zwei Auflösungen S
und S1 von A bzw. A1

Φph;S, S1q : cokerpj1˚q Ñ cokerpj˚q

Isomorphismus sein (denn Φph´1;S1, Sq ist Inverses von Φph;S, S1q).
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(b) Ist insbesondere h “ id, so gilt für eine beliebige Auflösung S von A und der Standard-Auflösung
SpAq, dass

Φpid;S, SpAqq : ExtpA,Gq Ñ cokerpj˚q

ein Isomorphismus ist. Es hängt also der Isomorphietyp von cokerpj˚q nicht von der Wahl der
freien Auflösung von A ab.

(2.16) Beispiel: (a) Ist A eine freie abelsche Gruppe, so ist

ExtpA,Gq “ p0q

für beliebiges G, denn dann ist

0 Ñ 0
j

ÝÑ A
id
ÝÑ A Ñ 0

eine freie Auflösung und damit

ExtpA,Gq “ coker
`

j˚ : HompA,Gq Ñ Homp0, Gq “ p0q
˘

“ p0q

(b) Für zwei abelsche Gruppen A1 und A2 und beliebigem G ist

ExtpA1 ‘A2, Gq – ExtpA1, Gq ‘ ExtpA2, Gq,

denn für zwei Auflösungen

Si : 0 Ñ Ri
ji
ÝÑ Fi Ñ Ai Ñ 0 pi “ 1, 2q

ist
S1 ‘ S2 : 0 Ñ R1 ‘R2

j1‘j2
ÝÝÝÑ F1 ‘ F2 Ñ A1 ‘A2 Ñ 0

wieder freie Auflösung. Deshalb ist (bei Si “ SpAiq)

ExtpA1 ‘A2, Gq “ cokerppj1 ‘ j2q˚q – cokerpj˚
1 q ‘ cokerpj˚

2 q

“ ExtpA1, Gq ‘ ExtpA2, Gq

(c) Bezeichnet (wie früher schon) für eine abelsche Gruppe G und n P N0 mit

n ¨G “ tn ¨ g : g P Gu

(z.B. 0 ¨G “ p0q, 1 ¨G “ G), so gilt mit Zn “ Z{nZ (Z0 “ p0q,Z1 “ Z):

ExtpZn, Gq – G{nG.

Es ist nämlich
0 Ñ Z jˆjn

ÝÝÝÑ Z π
ÝÑ Zn Ñ 0

mit jnpkq “ n ¨ k, k P Z (und π kanonisch), eine freie Auflösung von Zn. Identifiziert man nun
noch HompZ, Gq mit G (vermöge φ ÞÑ φp1q), so lautet die duale Sequenz:

0 Ñ HompZn, Gq
π˚
ÝÑ G

j˚
n

ÝÑ G

mit
f˚
n pgq “ n ¨ g

Also ist
ExtpZn, Gq “ cokerpj˚

nq “ G{nG.

29



Algebraische Topologie

Beachte, das z.B.
ExtpZn,Zq – Zn fl p0q – ExtpZ,Znq

(für n ě 2); bereits
HompZn,Zq – p0q fl Zn – HompZ,Znq.

Also weder Homp , q noch Extp , q sind symmetrisch. (Im Gegensatz zu b und Torp , q)

(d) Ist insbesondere die Koeffizientengruppe G (die unterliegende Gruppe ein(es) Körper(s) der
Charakteristik Null, z.B. Q,R,C, so ist nG – G, @n ě 1, denn jedes g P G kann man durch
n “ 1 ` . . .` 1 (n-mal teilen, n ‰ 0.
Also ist

ExtpZn, Gq “ p0q,@n P N

(e) Ist A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe (also

A – Zb ‘ Zn1 ‘ . . .‘ Znr

mit b, r P N0, n1, . . . , nr P Zě2) und G ein Körper der Charakteristik Null, so gilt wegen (a)-(d):

ExtpA,Gq “ p0q.

(2.17) Definition: Seien A und B abelsche Gruppen und f : A Ñ B ein Homomorphismus. Wir
nennen dann

f˚ “ Extpf,Gq “ Φpf ;SpAq, SpBqq : ExtpB,Gq Ñ ExtpA,Gq

(bei vorgegebenem G) den von f induzierten Homomorphismus.

(2.18) Kommentar: Es wird dann (bei festem G) Extp , Gq : Ab Ñ Ab gegeben durch

A ÞÑ ExtpA,Gq

f ÞÑ Extpf,Gq

zu einem kontravarianten Funktor, denn wegen (2.14) ist tatsächlich

id˚ “ id

pg ˝ fq˚ “ f˚ ˝ g˚.

(2.19) Definition: Ein Cokettenkomplex pC, δq besteht aus einer Familie C “ pCkqkPZ abelscher
Gruppen und einer Familie von Homomorphismen δk : Ck Ñ Ck`1, so dass für alle k P Z gilt

δk`1 ˝ δk “ 0

(2.20) Kommentar: (a) Man nennt die Homomorphismen δk : Ck Ñ Ck`1 die Corandoperatoren
von pC, δq.

(b) Setzt man für ein Cokettenkomplex pC, δq einfach

Ck :“ C´k, Bk :“ δk´1

so erhält man offenbar einen Kettenkomplex pC˚, Bq (und umgekehrt). Auf diese Weise kann man
nun alle Begriffe von Kettenkomplexe auf Cokettenkomplexe übertragen, z.B.:
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(i) Es heißen die Elemente von
ZkpCq “ kerpδkq

die Cozyklen von C und
BkpCq “ impδk´1q

die Coränder von C. Weiter heißt

HkpCq :“ ZkpCq{BkpCq

(wegen δ2 “ 0 ist BkpCq Ď ZkpCq Untergruppe) die k-te Cohomologiegruppe von pC, δq.

(ii) Für zwei Cokettenkomplexe pC, δq und pC 1, δ1q heißt eine Familie f “
`

fk : Ck Ñ pC 1qk
˘

kPZ,
wir schreiben f : C Ñ C 1, eine Cokettenabbildung von C nach C 1, wenn

pδ1qk ˝ fk “ fk`1 ˝ δk, @k P Z

gilt. Eine Cokettenabbildung f : C Ñ C 1 induziert in funktorieller Weise einen Homomor-
phismus

f˚ : HkpCq Ñ HkpC 1q

durch
f˚prαsq “ rfkpαqs, @α P ZkpCq.

(iii) Eine Familie von Homomorphisme

D “
`

Dk : Ck Ñ pC 1qk´1
˘

kPZ

heißt Cokettenhomotopie (kurz Homotopie) zwischen zwei Cokettenabbildungen f, g : C Ñ

C 1, präziser von f nach g, D : F » g, wenn für alle k P Z gilt:

pδ1qk´1 ˝Dk `Dk`1 ˝ δk “ gk ´ fk.

Es ist dann
f˚ “ g˚

(c) (i) Ist

0 Ñ C 1 f
ÝÑ C

g
ÝÑ C2 Ñ 0 (*)

eine kurze exakte Sequenz von Cokettenabbildungen, so existiert ein natürlicher Homo-
morphismus, genauer eine natürliche Transformation zwischen geeigneten Funktoren auf
geeigneten Kategorien,

δk˚ : HkpC2q Ñ Hk`1pC 1q.

so das folgende lange Kohomologiesquenz von (*) exakt wird:

. . .
δk´1

˚
ÝÝÝÑ HkpC 1q

f˚
ÝÑ HkpCq

g˚
ÝÑ HkpC2q

δk˚
ÝÑ Hk`1pC 1q

f˚
ÝÑ . . .

(ii) Induziert für zwei Teilkomplexe C 1, C2 Ď C die Inklusion i : C 1 ` C2 Ñ C einen Isomor-
phismus in der Cohomologie

i˚ : HkpC 1 ` C2q
–
ÝÑ HkpCq, k P Z,

(es heißt pC 1, C2q ein Ausschneidungspaar) so hat man eine (natürliche) lange exakte Mayer-
Vietoris- Sequenz

. . . Ñ HkpC 1 X Cq
µ
ÝÑ HkpC 1q ‘HkpC2q

ν
ÝÑ HkpCq

∆
ÝÑ Hk`1pC 1 X C 1q Ñ . . .

wobei µ, ν und ∆ entsprechend definiert werden.
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(2.21) Beispiel: Sei pCk, Bkq ein Kettenkomplex und G eine abelsche Gruppe. Durch Anwenden von
Homp , Gq erhält man den zugehörigen Cokettenkomplex

Ck :“ HompCk, Gq

δk :“ B˚
k`1

mit

. . . HompCk´1, Gq HompCk, Gq HompCk`1, Gq . . .

Ck´1 Ck Ck`1

δk´1 “ B˚
k

0

Wir nennen dann
HkpC;Gq “ kerpδkq{impδk´1q “ HkpHompC,Gqq

die k-te Cohomologiegruppe des Kettenkomplexes pC, Bq mit Koeffizienten in G.

(2.22) Definition: Sei pCk, BkqkPZ Kettenkomplex und pCk, δkqkPZ der induzierte Cokettenkomplex
mit Koeffizienten in G (G abelsche Gruppe). Wir notieren mit

x , y : Ck ˆ Ck Ñ G

xφ, cy “ φpcq

die natürliche Paarung zwischen Ck und Ck (k P Z, φ P Ck, c P Ck).

(2.23) Kommentar: (a) Es ist x , y bilinear, d.h.

xφ` φ1, cy “ xφ, cy ` xφ1, cy, @φ,φ1 P Ck, c P Ck

xφ, c` c1y “ xφ, cy ` xφ, c1y, @φ P Ck, c, c1 P Ck

(Vorsicht, der induzierte Homomorphismus

Ck Ñ HompCk, Gq

c ÞÑ rφ ÞÑ xφ, cys

ist i.a. weder injektiv noch surjektiv.

(b) Es gilt die Corand-Rand-Formel :

xδkφ, cy “ xφ, Bk`1cy, φ P Ck, c P Ck`1, k P Z

denn
xδφ, cy “ pδφqpcq “ pB˚φqpcq “ pφ ˝ Bqpcq “ φpBcq “ xφ, Bcy

(2.24) Bemerkung: (a) Ist α P Ck ein Cozyklus, α P Zk, und z P Ck ein Rand, z P Bk, so ist

xα, zy “ 0
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(b) Und ist α P Ck ein Corand, α P Bk, und z P Ck ein Zyklus, z P Zk, so ist

xα, zy “ 0

Beweis. (a) z P Bk, also z “ Bc, für ein c P Ck`1:

xα, zy “ xα, Bcy “ xδα, cy “ x0, cy “ 0

(b) α P Bk, also α “ Bφ, für ein φ P Ck´1:

xα, zy “ xδφ, zy “ xφ, Bzy “ xφ, 0y “ 0

(2.25) Kommentar: Nach den Homomorphisatz drückt sich daher die Paarung x , y : CkˆCk Ñ G
in natürlicher Weise auf die Paarung der Cohomologie HkpC;Gq und der (ganzzahligen) Homologie
HkpCq durch, die wir wieder mit x , y bezeichnen:

Zk ˆ Zk G

HkpC;Gq ˆHkpCq

x , y|ZkˆZk

πk ˆ πk
x , y

(πk : Zk Ñ HkpC;Gq und πk : Zk Ñ HkpCq kanonisch.) Es ist also wohldefiniert.

(2.26) Definition: Sei pCk, Bkq ein Kettenkomplex, G eine abelsche Gruppe und pCk, δkq der in-
duzierte Cokettenkomplex. Dann definiert man die natürliche Paarung zwischen Cohomologie mit
Koeffizienten in G und Homologie

x , y : HkpC;Gq ˆHkpCq Ñ G

durch
xrαs, rzsy ÞÑ xα, zy

(2.27) Kommentar: Man bekommt auf diese Weise also einen (natürlichen) Homomorphismus:

κ : HkpC;Gq Ñ HompHkpCq, Gq

κprαsqprzsq ÞÑ xrαs, rzsy

Frage: Ist κ ein Isomorphismus?

(2.28) Ab sofort: Zusätzliche Voraussetzung: Wir nehmen ab nun an, dass pC, δq ein freier Ket-
tenkomplex ist, d.h. dass alle Kettengruppen frei sind, und benutzen (wie früher schon) die folgende
Tatsache (vgl. Scheja/Storch : Algebra, §61): Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist selbst
wieder frei.
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(2.29) Vorbereitung: (a) Bezeichne zunächst mit ik und jk die Inklusion

ik : Bk ãÑ Zk, jk : Zk ãÑ Ck

und mit B1 : Ck Ñ Bk´1, B
1
kc :“ Bkc, also

jk´1 ˝ ik´1 ˝ B1
k “ Bk

Beachte die exakte Sequenz

0 Ñ Zk
jk
ÝÑ Ck

B1
k

ÝÑ Bk´1 Ñ 0 (*)

Weil mit Ck´1 auch Bk´1 Ď Ck´1 frei ist, spaltet (*). Es gibt also ein Linksinverses von jk,

lk ˝ jk “ idZk

Es ist dann auch folgende Sequenz exakt (und spaltet):

0 Ñ HompBk´1;Gq
pB1

kq˚

ÝÝÝÑ HompCk;Gq
pjkq˚

ÝÝÝÑ HompZk;Gq Ñ 0.

(b) Betrachte außerdem die kurze exakte Sequenz

0 Ñ Bk´1
ik´1
ÝÝÝÑ Zk´1

pk´1
ÝÝÝÑ Hk´1 Ñ 0 (**)

Es ist dann

0 Ñ HompHk´1;Gq
p˚
k´1

ÝÝÝÑ HompZk´1;Gq
i˚
k´1

ÝÝÝÑ HompBk´1;Gq

(2.30) Lemma: Es ist

imppB1
kq˚q Ď ZkpC;Gq

pB1
k´1q˚pimpi˚k´1qq Ď BkpC;Gq

und daher induziert pB1
kq˚ einen Homomorphismus

h : HompBk´1;Gq{impi˚k´1q Ñ ZkpC;Gq{BkpC;Gq

mit
rφs ÞÑ rpB1

kq˚φs

HompBk´1;Gq ZkpC;Gq Ď Ck “ HompCk;Gq

HompBk´1;Gq{impi˚k´1q ZkpC;Gq{BkpC;Gq “ HkpC;Gq

pB1
kq˚

πk´1 πk

h

Beweis. (i) Für φ P HompBk´1;Gq ist

δkppB1
kq˚φq “ δkpφ ˝ B1

kq “ φ ˝ B1
k ˝ Bk`1

looomooon

“0

“ 0

also
imppB1

kq˚q Ď ZkpC;Gq.
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(ii) Sei φ P impi˚k´1q Ď HompBk´1;Gq, also φ “ i˚k´1pφ1q für ein φ1 P HompZk´1;Gq, d.i.

φ “ φ1 ˝ ik´1

(d.h. φ1 : Zk´1 Ñ G ist eine Fortsetzung von φ : Bk´1 Ñ G). Weil aber (*) spaltet (mit k ´ 1
statt k) existiert sogar eine Fortsetzung von φ auf ganz Ck`1: Ist nämlich lk´1 linksinvers zu
jk´1, lk´1 ˝ jk´1 “ id, so setze ψ : Ck´1 Ñ G

ψ “ φ1 ˝ lk´1

Dann ist:
ψ ˝ jk´1 ˝ ik´1 “ φ1 ˝ lk´1 ˝ jk´1

looooomooooon

“id

˝ik´1 “ φ.

(also ψ|Bk´1 “ φ). Es folgt:

δk´1ψ “ ψ ˝ Bk “ ψ ˝ jk´1 ˝ ik´1 ˝ B1
k “ φ ˝ B1

k “ pB1
kq˚pφq,

also
pB1

kq˚pφq P BkpC;Gq

(2.31) Vorbereitung: Weil schließlich (**) eine freie Auflösung von Hk´1pCq ist, (denn mit, mit
Ck´1 sind auch Zk´1 und Bk´1 frei) haben wir einen (natürlichen) Isomorphismus

Φ : ExtpHk´1pCq;Gq Ñ cokerpi˚k´1q “ HompBk´1;Gq{impi˚k´1q

Fassen wir Φ und h zusammen, so erhalten wir einen natürlichen Homomorphismus

ρ :“ h ˝ Φ : ExtpHk´1pCq;Gq Ñ HkpC;Gq

Es gilt nun:

(2.32) Satz: (Universelles Koeffiziententheorem). Sei pC, δq ein freier Kettenkomplex, G eine abelsche
Gruppe und für jedes k P Z die Homomorphismen ρ und κ wie in (2.31) und (2.27). Dann ist die
folgende kurze Sequenz abelscher Gruppen exakt und spaltet:

0 Ñ ExtpHk´1pCq;Gq
ρ
ÝÑ HkpC;Gq

κ
ÝÑ HompHkpCq;Gq Ñ 0

Beweis. (i) ρ injektiv: Es ist
ρ “ h ˝ Φ

wobei Φ Isomorphismus ist. Also bleibt zu zeigen, dass

h : cokerpi˚k´1q “ HompBk´1;Gq{impi˚k´1q Ñ HkpC,Gq

injektiv ist. Sei dazu φ : Bk´1 Ñ G Homomorphismus mit hprφsq “ 0. d.h.

0 “ B1
k

˚
pφq “ φ ˝ B1

k mod Bk

d.h. es existiert ein Homomorphismus ψ : Ck´1 Ñ G s.d.

φ ˝ B1
k “ δk´1pψq “ ψ ˝ Bk “ ψ ˝ jk´1 ˝ B1

k

Es ist B1
k surjektiv und daher:

φ “ ψ ˝ jk´1 ˝ ik´1 “ i˚k´1pψ ˝ jk´1q P impi˚k´1q

Und folglich rφs “ 0.
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(ii) impρq Ď kerpκq: Sei dazu φ : Bk´1 Ñ G Homomorphismus und

ψ :“ φ ˝ B1
k. d.h. rψs “ hprφsq

sei nun z P Zq beliebig, dann ist

pκ ˝ hqprφsqprzsq “ κprψsqprzsq “ xrψs, rzsy “ xφ ˝ B1
k, zy “ φ pB1

kqpzqq
looomooon

“0

“ 0

(iii) kerpκq Ď impρq: Sei dazu ψ P Zk, s.d. xψ, zy “ 0 @z P Zk. d.h. also rψs P kerpκq.
Beh: Dφ : Bk´1 Ñ G Homomorphismus, s.d.

ψ “ φ ˝ B1
k

Da nun xψ, zy “ 0 @z P Zk gilt:

j˚
k pψq “ ψ ˝ jk “ 0 pjk : Zk ãÑ Ckq

nun ist

0 Ñ HompBk´1;Gq
B1
k

˚

ÝÝÑ HompCk;Gq Ñ HompZk;Gq Ñ 0

exakt (vgl. (2.3)). Daher existiert φ P HompBk´1, Gq s.d. B1
k

˚
pφq “ ψ, d..h.

φ ˝ B1
k “ ψ

Also ist rψs “ rφ ˝ B1
ks “ hprφsq P imphq.

Da nun Φ ein Isomorphismus ist, ist rψs im Bild von ρ.

(iv) κ hat ein Rechtsinverses (und ist damit surjektiv). Sei dazu λ : HkpCq Ñ G beliebig und sei

lk : Ck Ñ Zk

linksinvers zu
jk : Zk Ñ Ck

(dieses existiert, da Ck frei ist).
Setzte dann φ : Ck Ñ G durch

φ :“ λ ˝ pk ˝ lk ppk : Zk Ñ Hk kanonische Projektionq

Dann ist implk ˝ Bk`1q “ impBk`1q “ Bk, denn
`

jk ˝ lk|Zk
“ id und Bk Ď Zk

˘

lk ist (per Definition) surjektiv.

δkpφq “ φ ˝ Bk´1 “ λ ˝ pk ˝ lk ˝ Bk`1
looomooon

“Bk
loooooomoooooon

“0

“ 0

damit ist φk P Zk und für alle z P Zk ist:

κprφsqprzsq “ xφ, jkpzqy

“ φ ˝ jkpzq

“ λ ˝ pk ˝ lk ˝ jk
loomoon

“id

pzq

“ λ ˝ pk ˝ pzq

“ λprzsq
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d.h. κpφq “ λ. Damit ist die Abbildung

r : HompHkpCq, Gq Ñ HkpC;Gq

λ ÞÑ rλ ˝ pk ˝ lks

ein Homomorphismus und rechtsinvers zu κ.

(2.33) Kommentar: (a) Aufgrund der Spaltung erhalten wir eine Isomorphie

HkpC,Gq – HompHkpCq;Gq ‘ ExtpHk´1pCq, Gq (***)

(b) Die Kurze exakte Sequenz ist natürlich, denn für eine Kettenabbildung f : C Ñ C 1 (C,C 1 freie
Kettenkomplexe) kommutiert:

0 HompHk´1pCq;Gq HompC;Gq HompHkpCq;Gq 0

0 HompHk´1pC 1q;Gq HompC 1;Gq HompHkpC 1q;Gq 0

ρ κ

ρ1
κ1

f˚ f˚ f˚

(f˚ jeweils induzierte Abbildung von f). Der Isomorphismus (***) ist nicht natürlich ([Stöcker/Zieschang
S. 264/285])

(c) Ist die Homologie von pC, Bq endlich erzeugt (C frei), so kann man die Cohomologie von C mit
Koeffizienten in G direkt berechnen, wenn G “ Z,Q,R,C. Denn wenn

HkpCq “ Zbk ‘ TorpHkpCqq,

so ist wegen
HompTorpHkpCqq, Gq “ 0 und HompZbk , Gq “ Gbk

zunächst
HompHkpCq, Gq – Gbk

und andererseits

ExtpHk´1pCq, Gq –

#

0 für G “ Q,R,C
TorpHk´1pCqq für G “ Z

denn ExtpZn,Zq “ Zn (vgl. (2.16) (c)).

• d.h. für G “ Q,R,C so hat die Cohomologie i.a. weniger Informationen als die Homologie,
da wir die Torsion verlieren. Sie hat nur die Bettizahlen als Dimension des G-VR.

bk :“ dimGH
kpC;Gq

Insbesondere ist die Eulercharakteristik χpCq eines freien Ketten komplexes, dessen Homo-
logie endlich erzeugt ist

χpCq “

8
ÿ

k“0

p´1qb dimGH
kpC;Gq
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• Für G “ Z ist die Cohomologie

HkpCq – Zbk ‘ TorpHk´1pCqq

Die Cobettizahl ist gleich der Bettizahl, denn

rgpHkpCqq “ rgpHkpCqq

und die Torsionskoeffizienten sind auch gleich

TorpHkpCqq “ TorpHkpCqq

(2.34) Anwendung: (In der Topologie) Der singuläre Kettenkomplex C “ SpXq (bzw SpX,Aq)
eines topologische Raumes (bzw. Raumpaares) ist frei. Also erhalten wir das universelle Koeffizien-
tentheorem für die Cohomologie von X mit Koeffizienten in G

HkpX;Gq – HompHkpCq, Gq ‘ ExtpHk´1pXq, Gq

Analog für pX,Aq

(2.35) Axiomatische Cohomologie: SeiG abelsche Gruppe. Kontravariante FunktorenHk : Top
2

Ñ

Ab, pk P Zq, natürliche Transformationen δk
pX,Aq

: HkpA;Gq Ñ Hk`1pX,A;Gq, so dass gilt:

(1) Homotopieaxiom: Sind f, g : pX,Aq Ñ pY,Bq homotop, f » g , so ist

f˚ “ g˚ : HkpY,B;Gq Ñ HkpX,A;Gq

(2) Exaktheitsaxiom: Sind i : A ãÑ X und j : X ãÑ pX,Aq die Inklusionen, so ist exakt:

. . . Ñ HkpX,A;Gq
j˚

ÝÑ HkpX;Gq
i˚

ÝÑ HkpA;Gq
δk

pX,Aq
ÝÝÝÝÑ Hk´1pX,A;Gq Ñ . . .

(3) Ausscheidungsaxiom: Ist U Ď A Ď X mit U Ď
˝

A und i : pXzU,AzUq ãÑ pX,Aq die Inklusion,
so ist

i˚ : HkpX,A;Gq Ñ HkpXzU,AzU ;Gq

ein Isomorphismus.

(4) Normierungsaxiom: Für den einpunktigen Raum pt gilt:

Hkppt;Gq “

#

p0q für k ‰ 0

G für k “ 0

Außerdem gibt es (eigentlich folgt das aus (a)-(b)) eine natürliche lange exakteMayer-Vietoris-Sequenz
für ein Ausschneidungspaar pX1, X2q von X.
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3 Das cup-Produkt

Im Folgenden sei R ein kommutativer Ring mit 1.

(3.1) Definition: Seien X und Y topologische Räume, p, q P N0. Wir definieren dann den Produkt-
Homomorphismus

¨ : HompSppXq, Rq bR HompSqpY q, Rq Ñ HompSppXq b SqpY q, Rq

durch
φb ψ ÞÑ φ ¨ ψ

mit
xφ ¨ ψ, cb dy :“ xφ, cy ¨ xψ, dy (*)

(3.2) Kommentar: (a) Erinnere, dass für φ P HompSppXq, Rq und c P SppXq die Paarung

x , y : HompSppXq;Rq ˆ SppXq Ñ R

durch
xφ, cy “ φpcq

gegeben war. Für c P SqpXq mit q ‰ p setzen wir xφ, cy “ 0.

(b) Der Produkt-Homomorphismus ist R-linear. (Der induzierte Homomorphismus
SppXq Ñ HompHompSppXq, Rqq ist i.a. weder injektiv noch surjektiv.) Man beachte, dass auf
der rechten Seite von (*) die Multiplikation in R gemeint ist. Deshalb muss R jetzt ein (kom-
mutativer) Ring sein.

(3.3) Lemma: Sei φ eine p-Cokette in X und ψ eine q-Cokette in y (Mit Werten in R). Dann gilt:

δpφ ¨ ψq “ δφ ¨ ψ ` p´1qpφ ¨ δψ

Beweis. Sei c P SipXq, d P SjpXq mit i` j “ p` q ` 1. Dann ist nach Definition des Corandoperator
und des Randoperators auf dem Produktkomplex SpXq b SpY q:

xδpφ ¨ ψq, cb dy “ xφ ¨ ψ, Bpcb dqy

“ xφ ¨ ψ, Bcb d` p´1qicb Bdy

“ xφ, Bcy ¨ xψ, dy ` p´1qixφ, cy ¨ xψ, Bdy

“ xδφ, cy ¨ xψ, dy ` p´1qixφ, cy ¨ xδψ, dy

“ xδφ ¨ ψ, cb dy ` p´1qpxφ, cy ¨ xδψ, dy (*)

Im Fall i “ p und “ xδφ ¨ ψ, cb dy ` 0 im Fall i ‰ p. Damit aber gilt (*) auch.
Daraus folgt

xδpφ ¨ ψq, cb dy “ xδφ ¨ ψ ` p´1qpφ ¨ δψ, cb dy

also
δpφ ¨ ψq “ δφ ¨ ψ ` p´1qpφ ¨ δψ,

da
`

SpXq bSpY q
˘

p`q`1
von Elementen der Form cb d mit c P SipXq, d Pj SpXq und i` j “ p` q` 1

erzeugt wird.
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(3.4) Kommentar: Deshalb drückt sich das Produkt aus (3.1) nun auf die zugehörigen Cohomolo-
giegruppen durch, d.h.

HppX;Rq bHqpY ;Rq Ñ Hp`qpSpXq b SpY q;Rq

rφs b rψs ÞÑ rφ ¨ ψs

ist wohldefiniert und R-linear. Ist nämlich φ P ZppX;Rq “ kerpδpq und ψ P ZqpY ;Rq, so ist φ ¨ ψ ein
Cozykel in HompSpXq b SpY q;Rq, weil

δpφ ¨ ψq “ δφ
loomoon

“0

¨ψ ` p´1qpφ ¨ δψ
loomoon

“0

“ 0

Ist φ P ZppX;Rq und ψ P BqpY ;Rq Ď impδq´1q, so ist auch φ ¨ ψ ein Corand im Cokettenkomplex
HompSpXq b SpY q;Rq, denn ist ψ “ δχ, so ist

δpp´1qpφχq “ p´1qp δφ
loomoon

“0

¨ψ ` p´1q2p
loomoon

“1

φδχ “ φ ¨ ψ

Ebenso ist für einen Corand φ und einen Cozykel ψ die Cokette φ ¨ ψ wieder ein Corand. Deshalb ist
(*) wohldefiniert und R-linear nach dem Homomorphiesatz:

ZppX;Rq bR Z
qpY ;Rq Zp`qpSpXq b SpY q;Rq

HppX;Rq bR H
qpY ;Rq Hp`qpSpXq b SpY q;Rq

α b β α ¨ β

π ˆ π π

p˚q

(3.5) Definition: Sei nunQ “
`

QXY : SpXˆY q Ñ SpXqbSpY q
˘

X,Y
eine EZ-Trafo. Für topologische

Räume X,Y sowie p, q P N0 definieren wir das Cohomologie-Kreuzprodukt auf X und Y durch

ˆ : HppX;Rq ˆHqpY ;Rq Ñ Hp`qpX ˆ Y ;Rq

rφs ˆ rψs : “ rpφ ¨ ψq ˝Qs (*)

“ Q˚prφ ¨ ψsq

(3.6) Kommentar: (a) Erinnere, dass für eine EZ-Trafo Q der induzierte Homomorphismus Q˚ :
HkpX ˆ Y q ´HkpSpXq b SpY qq unabhängig von der Wahl von Q war und damit auch

Q˚ : HkpX ˆ Y ;Rq Ñ HkpSpXq b SpY q;Rq

Vorsicht: Q˚ ist i.a. nicht das Dual von Q˚.
Für α “ rφs und β “ rψs schreibt sich nun (*) wie folgt:

α ˆ β “ Q˚pα ¨ βq

was zeigt, dass α ˆ β wohldefiniert (und auch funktoriell) ist.

(b) Wie beim Homologie-Kreuzprodukt zeigt man nun die folgenden Eigenschaften von ˆ:

(3.7) Satz: ˆ hat die folgenden Eigenschaften:
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(1) ˆ ist R-bilinear:

pr1α1 ` r2α2q ˆ β “ r1pα1 ˆ βq ` r2pα2 ˆ βq

α ˆ pr1β1 ` r2β2q “ r1pα ˆ β1q ` r2pα ˆ β2q

(2) ˆ ist funktionell: Sind f : X Ñ X 1 und g : Y Ñ Y 1 stetig, so ist

pf ˆ gq˚pα ˆ βq “ f˚α ˆ g˚β,

für alle α P HppX;Rq, β P HqpY ;Rq, p, q P N0;

(3) ˆ ist assoziativ: Für α P HppX;Rq, β P HqpY ;Rq und γ P HrpZ;Rq ist

pα ˆ βq ˆ γ “ α ˆ pβ ˆ γq P Hp`q`rpX ˆ Y ˆ Z;Rq.

(4) ˆ ist im Folgenden Sinne (graduiert) kommutativ: Ist t : X ˆ Y Ñ Y ˆ X die Vetauschung
py, yq ÞÑ py, xq, so ist für α P HppX;Rq, β P HqpY ;Rq:

α ˆ β “ p´1qpqt˚pβ ˆ αq

(3.8) Vorbereitung: (a) Sei für einen topologischen Raum X

1X : X Ñ R

die 0-Cokette, die auf der Basis
ř

0pXq “ X durch

1Xpxq “ 1R

gegeben ist. (Beachte, dass R ein Ring mit Eins ist.) Dann ist 1X ein Cozyklus, denn ist σ P
ř

1pXq, σ : ∆1 Ñ X, so ist

xδ1X , σy “ x1X , Bσy “ x1X , σpe1q ´ σpe0qy

“ x1X , σpe1qy ´ x1X , σpe0qy

“ 1 ´ 1

“ 0

Und damit 1X “ 0. Wie notieren die zugehörte Cohomologieklasse mit

1X :“ r1Xs.

(b) Sind nun π1 : X ˆ Y Ñ X und π2 : X ˆ Y Ñ Y die natürlichen Projektionen, so hat das
C-Keuzpodukt auch neutrale Elemente im folgenden Sinn:

(5)
α ˆ 1Y “ π˚

1 pαq, 1X ˆ β “ π˚
2 pβq,

für α P HppX;Rq, β P HqpY ;Rq.

(3.9) Vorbereitung: (a) Wir verallgemeinern Zunächst die natürliche Paarung aus (2.22) zu

x , y : HompSppXq, Rq ˆ pSppXq bRq Ñ R

durch
xφ,

ÿ

riciy :“
ÿ

rixφ, ciy

und beobachten, dass x , y damit R-linear wird und nach wie vor die Corand-Rand-Formel
(mit dem Randoperator B ˝ id auf SpXq bR gilt:

xδφ, cy “ xφ, B b idpcqy

wo nur c “
ř

i rici eine Kette im Kettenkomplex SpXq bR ist.
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(b) Deshalb drückt sich wie bei (2.25) x , y, nun auch zu eine Paarung

x , y : HppX;Rq bR HppX;Rq Ñ R

durch. Mit dieser können nun Cohomologie- und Homologie-Kreuzprodukt in Zusammenhang
gebracht werden:

(3.10) Satz: Für zwei topologische Raume X und Y , p, q, r, s P N0 sowie α P HppX;Rq, β P

HqpY ;Rq, α1 P HppX;Rq, β1 P HqpY ;Rq gilt:

xα ˆ β, α1 ˆ β1y “ xα, α1y ¨ xβ, β1y

(für r “ s und s “ q und Null sonst).

Beweis. Seien P “
`

PXY : Spxq b SpY q Ñ SpX ˆ Y q
˘

X,Y
und Q “

`

QXY : SpX ˆ Y q Ñ Spxq b

SpY q
˘

X,Y
EZ-Trafos. Mit P ˝Q » idSpXˆY q, Q ˝ P » idSpXqbSpY q ist auch

PR
XY :

`

SpXq bR
˘

bR

`

SpY q bR
˘

Ñ SpX ˆ Y q bR

prcq b pr1c1q ÞÑ rr1 ¨ PXY pcb c1q

Homotopieinvers zuQR
XY und damit auf Homologieniveau P˚ “

`

pPR
XY q˚

˘

X,Y
invers zuQ˚ “

`

pQR
XY q˚

˘

X,Y
ist, insbesondere

Q˚ ˝ P˚ “ id

(vgl. (1.32). Damit, und der Definition der Kreuzprodukte, rechne nun:

xα ˆ β, α1 ˆ β1y “ xQ˚pα ¨ βq, P˚pα1 b β1qy

“ xα ¨ β,Q˚P˚pα1 b β1qy

“ xα, α1y ¨ xβ, β1y

(3.11) Satz: (Künneth-Formel für Cohomologie) Seien X,Y topologische Räume, k P N und es gelte
(a) oder (b):

(a) HppXq und HqpY q sind frei von endlichem Rang für alle 0 ď p, q ď k;

(b) R ist ein Körper und HppX;Rq, HqpY ;Rq sind endlich-dimensional für 0 ď p, q ď k.

Für R “ Z bzw. R ein Körper liefert dann das Cohomologie-Kreuzprodukt einen Isomorphismus
(b :“ bR):

Λ :
à

p`q“k

HppX;Rq bHqpY ;Rq Ñ HkpX ˆ Y ;Rq

α b β ÞÑ α ˆ β.

Beweis. ???

(3.12) Definition: SeiX ein topologischer Raum, R kommutativer Ring mit Eins und d : X Ñ XˆX
die Diagonalabbildung, x ÞÑ px, xq. Für zwei Cohomologieklassen α P HppX;Rq und β P HqpX;Rq

(p, q P N0) definiert man deren cup-Produkt (Mit Koeffizienten in R)

α Y β :“ d˚pα ˆ βq P Hp`qpX;Rq
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(3.13) Satz: Das cup-Produkt

Y : HppX;Rq ˆHqpX;Rq Ñ Hp`qpX;Rq

ist

(i) bilinear,

pr1α1 ` r2α2q Y β “ r1α1 Y β ` r2α2 Y β

α Y pr1β1 ` r2β2q “ r1α Y β1 ` r2α Y β2

für alle r1, r2 P R,α, α1, α2 P HppX;Rq, β, β1, β2 P HqpX;Rq;

(ii) natürlich, d.h. für ein stetige f : X Ñ Y ist

f˚pα Y βq “ f˚α Y f˚β

für α P HppX;Rq, β P HqpX;Rq;

(iii) assoziativ, also
pα Y βq Y γ “ α Y pβ Y γq

für α P HppX;Rq, β P HqpX;Rq und γ P HrpX;Rq;

(iv) das Element 1X P H0pX;Rq ist neutral,

1X Y α “ α “ α Y 1X

für alle α P HppX;Rq und p P N0;

(v) kommutativ in folgendem Sinn:
β Y α “ p´1qpqα Y β,

für α P HppX;Rq, β P HqpX;Rq.

Beweis. ???

(3.14) Kommentar: (a) Führt man für X und R den R-Modul H˚pX : Rq als direkte Summe

H˚pX;Rq :“
à

kPN0

HkpX;Rq

ein, so wird H˚pX;Rq mit dem Cup-Produkt (genauer dessen bilineare Fortsetzung) zu einer
kommutativen graduierte R-Algebra mit 1. Mit (3.11) (b) wird auch für ein stetiges f : X Ñ Y
das induzierte

f˚ : H˚pY ;Rq Ñ H˚pX;Rq

zu einem R-Algebra-Homomorphismus und mit der Kategorie Alg
R

der kommutativen gradu-
ierten R-Algebren mit 1

H˚p ;Rq : Top Ñ Alg
r

zu einem kontravarianten Funktor.

(b) Auf dem graduierem R-Modul der Homologie

H˚pX;Rq “
à

kPN0

HkpX;Rq

gibt es eine solche Produktstruktur i.a. nicht.
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