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TEX: Paco Schatz

1 Homologie von Produkten
(1.1) Erinnerung: Seien C,C’ zwei Kettenkomplexe. Dann wird C ® C' = (C ® C")kez,
Ce®Cw= D GRC

ptq=k
O (CROCL,— (C®C )i
r(c®) = 0pc®@c + (—1)Pe® 0,c, ceCpdeCptq=k

Dann gibt es natiirliche Transformationen
A= (HIC)®H(C"), — H (C®C"))
[z]®[] — [ ® 7]

keZ

und

po= (,uk cH(C®C') — Tor(H(C),H(C’)))k_l
so dass die folgende Sequenz graduierter abelscher Gruppen exakt ist und spaltet (Kiinneth-Formel
fiir Kettenkomplexe):

0— H(C)® H(C') 2 H(C®C") £ Tor™ (H(C), H(C")) — 0

(1.2) Anwendung: Seien A und B abelsche Gruppen. Dann gilt:
Tor(A, B) ~ Tor(B, A)

Beweis. (a) Seien C' und D Kettenkomplexe. Definiere dann:
Tpg : Cp @ Dg = Dy ® Cp, Tgp(c @ d) = (=1)Md @ ¢

sowie
Thi= P T (CRD) — (D®C)y

pt+qg=k
Dann wird 7 = (1) : C ® D — D ® C eine Kettenabbildung, denn fiir ¢ € Gy, d € D, gilt:

Ok om(c®d) = 0 ((—1)"d®c)
— (—1)M (2 d @ + (—1)"d ® dc)
— (—1)M0,d® ¢ + (—1)P A @ Oy
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wahrend

Tk—1 0 Op(c® d) = T—1(Opc @ d + (—1)Pc ® 0d)
()P Dig@ dye - (— 1P d @
= (=P ® Opc + (—1)P10,d® ¢
= 6k @) Tk(c® d)

Da 75, Isomorphismus ist ,Vk € Z, ist auch
T« : HC®D) —> HD®C)
ein Isomorphismus.

(b) Seien nun
Si: 0-RSF a0
Sp: 0-R 5L B
freie Auflésungen von A bzw. B. Man setze dann

Cp: ...>0-015CH—0—...

Cp: ...—>0—>Ci—a—/>06—>0—>...

mit C; = R,Cy = F,C] = R',C{y = F'. Dann sind C4 und Cp Kettenkomplexe und es gilt
Hy(Cy) = Aund Hi(Cy) =0 fir k #0
und ebenso fiir Cg. Nach der Kiinneth-Formel ist nun

Hl(CA ®CB> = (H(CA) ®H<CB))1 &) (TOI“(H(CA),H(CB)))O
= TOI‘(H()(CA),H()(CB))
~ Tor(A, B)

Wegen Teil (a) folgt daher:
TOI"(B,A) = Hl(CB ®Cl) = Hl(CA ®CB) = TOI‘(A, B)

O

(1.3) Variante: (a) Sei G ein Korper. Ein G-Kettenkomplex C ist ein Familie (Ck)gez von G-
Vektorrdumen zusammen mir eine Familie (0 )gez von linearen Abbildungen

O : Cr — Cr_q

mit Jp_1 0, =0, fiir alle k € Z.

Man bildet dann in &hnlicher Weise wir bei abelschen Gruppen die Zykelrdume Zp < Cj
und Rdnderriume By < Zi < Gj. Sie sind ebenso, wie deren Homologie Hy = Zy/By, G-
Vektorrdaume.
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(b)

Seien nun V, W G-Vektorrdume. Aus dem (freien) G-Vektorraum F(V x W) iiber der Menge
V' x W teilt man dann den Unterraum U < F heraus, der durch die Relationen

(v1 + vo,w) — (v, w) — (v2,w)

(0,01 + w3) — (v,w1) — (v,g) 2 € Vi wnwr € W)

und
MveViwe W, e Q)

erzeugt wird.

Der Quotient
VRcW:=Fq(VxW)/U

heifit dann das G-Tensorprodukt von V- und W. Ist i : V. x W — Fg(V x W) die natiirliche
Inklusion und 7 : Fg(V x W) - V ®¢ W die natiirlich Projektion, so ist

Rqg:=1m0i:VxW-SVRqW

eine universelle bilineare Abbildung , d.h. fiir jedes bilineaere s : V x W — U fiir eine weiteren
G-Vektorraum U, gibt es genau eine G-lineare Abbildung ® : V ®c W — U mit P o ® = s,

VxW 05U
Ra
V&aW

Betrachtet man V' und W als abelsche Gruppen (und vergisst die skalare Multiplikation mit G),
so beachte man, dass die abelsche Gruppe V ®z W im Allgemeinen etwas anderes ist als die
unterliegende abelsche Gruppe von V ®g W. Letzten entsteht aus ersterer, wenn man aus ihr
die Untergruppe herausteilt, die von allen Elementen der Form

(M) ®@w —v® (Aw)
(mit A\ € G,v e V,we W) erzeugt wird.

Deshalb ist nun auch fiir zwei G-Kettenkomplexe C' = (Cp)pez und C = (C7)gez das G-
Tensorprodukt C ®g C' = ((C ®C’ )k) vz, €twas anderes als C' ® C'. Hierbei ist wie unter

T
Zic;:(CH3G<9Sk:= (:) C%();Cz

pt+qg=k
O : O = Cia
gegeben durch B
Ok(c®a ) = 0pe®@ + (=1)Pe®d,d
fiir c€ Cp, ¢’ € Cp und p+q = k. C®¢ €’ ist dann wieder ein G-Kettenkomplex und wie in (1.1)
hat man eine natiirliche Transformation

A= Aeor  H(C)®¢ H(C') — H(C ®¢ C')

gegeben durch
M@ [F]) = [z ®7]
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(1.4) Satz: (Kiinneth-Formel fiir G-Kettenkomplexe) Seien C' und C’ beliebige G-Kettenkomplexe.
Dann ist die natiirliche Transformation A eine natiirliche Aquivalenz zwischen den Funktoren

Fl,Fz : KK x KK—>gAb

gegeben (auf den Objekten) durch

F(C,C)
R(C,C)

H(C)®c H(C')
H(C®a Cl)

d.h. A = A¢ ¢ ist ein Isomorphismus fiir alle C' und C".

(1.5) Vorbereitung: (a) Der wesentliche Unterschied im Vektorraumfall der zu dieser Vereinfa-

chung fiihrt, ist folgender:
Ist f:V — W ein injektive, lineare Abbildung, so besitzt f ein Linksinverses h: W — V d.h.
h ist linear und ho f = idy . Nach dem Basisergénzungssatz kann man némlich eine Basis B von
Bild(f) € W zu eine Basis B von W erginzen. Und dann setzt man etwa fiir B = (v;);e; von
im(f) und B = (vj, wj)ier jeJ

h(vi) = f~ (i), h(wy) = 0

(Wo f :im(f) — V hier das Inverse des Isomorphismus f : V' — im( f) bezeichnet). (Der injektive
Homomorphismus f : Z — Z, f(n) = 2n hat kein Linksinverses). Sind daher f; : Vi — Wj und
fo : Vo — Wy injektiv, so ist auch f1 ® fo : V1 ® Vo — W1 ® Ws injektiv, denn sind h; : W — V)
und ho : Wo — V5 Linksinverse vor f1 und fa, so ist Ay ® ho : W1 ® Wo — V1 ® V S5 linksinvers
zu f1 ® fo

(M1 ®h2)o (f1® f2) = (h1o f1) ® (k20 f2) =id®id = id

Damit ist auch hy ® ho injektiv. (Den Index G am Tensorprodukt haben wir hier unterdriickt.)

Das bedeutet, dass das Tensorieren mit einem festen G-Vektorraum ein ezakter Funktor von
Vecs nach Vecg ist, denn mit einem injektiven o : W; — Wj ist ja dann auch o ® id :

W1 ®V — We ®V injektiv. Es gibt also in dieser Kategorie kein Torsionsprodukt, d.h.
Torg(V,W) =0

fiir alle G-Vektorraume V, W.

Insbesondere liefert dann der gleich Beweis wie im Falle abelscher Gruppen das universelle Ko-

effiziententheorem fiir G Kettenkomplexe:

Ist C ein G Kettenkomplex und V ein G-Vektorraum, so ist die natiirliche Transformation
A = (A¢) mit
Ao HC)®qV - HC®g V), [z2]®v — [z @]

eine natiirliche Aquivalenz.

Beweis von Nun kopiert man den Beweis der Kiinneth-Formel fiir Kettenkomplexe (1.1)). Zunéchst
gilt auch das Lemma in der G-Version:

Ist C ein G Kettenkomplex , bei dem alle Randoperatoren trivial sind, so ist fiir jeden G-Kettenkomplex

C/

Ao HC)®@H(C) - H(C®C)
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ein Isomorphismus, da der Beweis des Lemmas im Wesentlichen das universelle Koeffiziententheorem
benutzt.

Aber dann kann man den Beweis von (|1.1]) iibernehmen, der einfacher wird , weil

Torg (H(C), H(C")) = (0)
ist. O
(1.12) Kommentar: Diese G Variante der Kiinneth-Formel ist hiufig niitzlich, z.B. wenn man sich

nur fiir die Betti-Zahlen oder die Euler-Charakteristik eines Produktraumes interessiert (siehe z.B.
1.35)).

(1.13) Motivation: (a) Eigentlich sind wir darauf aus, aus den Homologien H(X) und H(Y') zwei-
er topologischer Rdume X und Y auf die Homologie H(X x Y') des Produktraumes X x Y zu
schlieflen.

Seien dazu p,q € Ng und o : AP — X sowie 7: A? — Y ein singulédres p-Simplex in X sowie ein
singuléres ¢g-Simplex in Y. Aus

oxT: AP x A1 - X xY

mochte man gerne ein singulédres k-Simplex in X x Y machen, wo k = p + ¢ ist, oder zumindest
eine singulire k-Kette in X x Y.
Dazu kénnte man einen Homéomorphismus

[ (AP x A%), (AP x A)°) — (A*, (AF)°)

(mit (AP x A?)° := (AP x A9) < R¥*+2) davor schalten, denn beide Raumpaare sind homdomorph
zu (B¥,S¥=1). Es wird sich aber herausstellen, dass man von f lediglich braucht, dass

fi s Hy((A7 x A7), (AP x A%)°) — Hy (A", (A%))
ein Isomorphismus ist. Es reicht deshalb eine feste Modellkette
Mypq € Zk((Ap x A7), (AP x Aq)o)

festzulegen, deren Homologieklasse [m,,| die Homologiegruppe Hk((Ap x A?), (AP x Aq)o) er-
zeugt.

Mpg = S f(idy)

waére eine solche.

Fine solche Modelkette wire z.B. in Fall p = ¢ = 1 durch die Summe der folgenden beiden
singuliren 1-Simplexe in A! x Al gegeben.

Al Al x Al

mn:o%—i-a%

Al

Abbildung 1: Modelkette fiir den Fall p = ¢ =1
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Fiir p = ¢ = 0 bietet sich natiirlich die Modellkette
moo = (€, €o)
an, wenn A? = {eg} ist
Wenn das gemacht ist, so kénnte man o € 3, (X) und 7 € 3} (Y) die k-Kette
S(o x T)(mpq) € Sp(X xY)

zuordnen, die dann spéte selbst wieder mit ¢ x 7 bezeichnet wird. Bilinear fortgesetzt erhilt
man dann ein bilineares

X 1 Sp(X) x Sg(Y) = Sp(X xY)
dessen Bild gerade aus allen Produktketten besteht (nach Definition).

Bei nichtige Wahl der Modellketten myq € Sy, ((AP x A9), (AP x A)°) stellt sich dann die Rand-

formel
0o xT1)=00xT1T+ (—=1)Po x 0T

als richtig heraus, weshalb dann x eine Kettenabbildung
P = PXY : S(X)@S(Y) — S(X X Y)
mit
CQRT >0 XT

induziert. (vergleiche die Definition des Randoperator auf S(X) ® S(Y)) und dazu ein Homo-
morphismus
P, :H(S(X)@S8(Y)) > H(X xY)

Wihrend die von x induzierte Kettenabbildung Pxy i.A. keineswegs ein Isomorphismus sein wird
(nicht jede k-Kette in X x Y ist Produktkette !), kann man von dem induzierten P, erhoffen,
dass es ein Isomorphismus ist.

Im Folgenden wird nun erstaunlich Abstrakt vorgegangen, weil die Modellketten gar nicht explizit
gebraucht werden. Das liegt daran, dass man von den Kettenabbildungen

nur die Eigenschaft braucht, dass sie natiirlich sind, d.h. P = (Pxy) ist eine natiirlich Transfor-
mation zwischen den Faktoren F}, F5 : Top x Top — KK die auf der Objekte durch

FRX,Y)=SX)®S(Y), FRX,)Y)=SXxY)
gegeben sind, und das sie normiert sind (siehe ([1.16])). Die zugehorigen Modellketten wiren dann
Mpq = PApAq (ldp ®1dq> € Sp+q(Ap X Aq)

und wegen der Natiirlichkeit von P ist dann tatséchlich fiir beliebiges X und Y sowie o €
Ep(X), 7€ E(Y)
Pxy (6 ®T) = Pxy(So(id) ® S7(id))
= Pxy(So® S7)(id®id)
nat. Trafo. S(oc®1)Parpc(idp ®1idy)
= S(oc @ 7)(mpq) vgl. (b)
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(Und es wird klar werden, dass [my,] Erzeuger von Hy((AP x A?), (AP x A9)°) = Z ist, wenn
moo = (60,60) ist.)
idp, ® idg + Mpq

P rPA4d
S(AP) @ S(AT) —2"2%, G(AP x A9)

So x ST‘ Ca ‘S(O‘ X T)

S(X)®S(Y) T S(X xY)

(1.14) Erinnerung: Fiir zwei Kettenkomplexe C' und C’ heifilen zwei Kettenabbildungen f,g: C —
C’ kettenhomotop (kurz: homop), wenn es eine Kettenhomotopie D = (Dg)rez zwischen ihren gibt,
d.h Dy : Cy — C]; mit

011 © Dy + D100k = gk — fi.

kurz :
doD+Dod=g—f

Es induzieren dann g und f die gleichen Abbildungen in der Homologie, denn

9x([2]) = fu([2]) = [(gr = fiu)(2)] = [0D(2) + D 0z | =0

=0

(1.15) Lemma: Seien C und C’ nicht-negative Kettenkomplexe und fiir £ > 0 sei Cj frei und
Hi(C") = (0). Dann gilt:

(a) Sind f,g: C — C’ Kettenabbildungen mit fy = go, so sind f und g bereits homotop.

(b) Sein By < Cj und B, < C}, die entsprechenden Randgruppen und ¢ : Cyp — Cj) ein beliebiger
Homomorphismus, mit ¢(By) € By,. Dann gibt es eine Kettenabbildung f : C' — C’ mit fy = ¢.

Beweis. (a) Induktion iiber k.
k = 0: Wir definieren Dy = 0, dann gilt

010Dg+D1ody=0=go— fo

Sei nun Dj : C; — C’; fiir 0 < j < k gewiihlt, mit

j+1
01 0Dj +Dj100; =gj — [ (*)
Und sei (x5)jer eine Basis von Cgyq. Dann ist z{ := (grt1 — far1 — Di © Ory1) (i) € Cp; ein
Zyklus
o Je+1 o
kil 9k+1 s
Ok+1
Dy,
Ck
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Sei j = k: Dann ist

alzz/’ = (a/gk-‘rl - a/fk:-i-l - a/Dkz o 3k+1)(mz)

® (@' gk+1 — @ o1 — 9k © Okt1 + fi © Ok1 + Di—1 0kOki1) ()
——

=0
=0

Also ist z ein Zykel und damit auch ein Rand, da H,(C") = 0.
Setze Dyy17; = x) € Cp o mit 0z = z;. Da C frei ist, ldsst sich

/
Dpi1: Crp1 — Cpys

eindeutig fortsetzen.
Vi e I:

Op1 Drs1(i) = 2
—_——

— !
=x;

= Oy 1Diq1(@i) + D 0 Op1(2i) = (g1 — frv1) (@)

(b) Induktion iiber k.
k = 0: Sei (z;) Basis von Cj und wir definieren 2} := ¢ o d1(x;). Da ¢(By) € Bj ist , existiert
ein z; € C] mit 0'(z;) = 2. Definiere fo = ¢ und fi(x;) = 2,. Dann ist

0o fi(w) = 01(%) = foo dr(x) Vi

Kettenhomomorphimus. Eigenschaft fiir fi & fo (Fall fy in trivial)

IS: k~ k+1 Sei fo,...,fr gegeben mit
0<j<k  0ifj=fi10 (*)
Sei des weiteren (z;) Basis von Cyyq und 2] = fj 0 Og41(x;). Dann ist 2, ein Zykel, denn:
&t = (0 P (w0)  frrn(9%(wi) = 0
——
=0

Also ist z; Rand (da Hy(C') =0 Vk > 1). Sei 2} € C;,; mit 0'x; = 2. Definieren wir

Jrit1: Crg1 — CI/£+17 Z; = 1’;

dann
a;c-i-l fk+1(l’i) = 27/; = fk(ak+1($i))
—

— !
=x;

Also Ogy10 frv1 = fr o Oky1

(1.16) Definition: Seien F; und F» Funktoren

Fy, Fs : Top x Top — KK
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die auf den Objekten gegeben sind durch
Fi(X,Y) = S(X)®5(Y)
FR(X,)Y)=8(X xY)

und naheliegend auf den Morphismen. Daun nennen wir eine natiirliche Transformation P = (Pxy)
zwischen F7 und Fb Filenberg-Zilber-Transformation, wenn sie normiert ist. D.h. fiir alle topologischen
Réume X und Y, sowie (z,y) € (X,Y) gilt

(Pxy)o: So(X)® So(Y) — Sp(X xY)
(Pxy)o(z®y) = (z,y)
wobei wie {iblich ¥o(X) mit X identifiziert wird.

(1.17) Proposition: Sind P, P’ Eilenberg-Zilber-Transformationen, dann gilt fiir alle topologischen
Riaume X, Y Die Kettenabbildungen Pxy und P%, sind (ketten-)homotopieéiquivalent.

Beweis. (a) Seienp,qe N, X = AP und Y = A% Da P und P’ normiert sind, gilt (Pxy)o = (Py )o-
Zudem ist AP x A? ~ BP9 also Hp(X x Y) = 0 fiir alle & > 0.
Nach (1.15)) existiert eine Kettenhomotopie

Dy := Dar pa - S(AP) @ S(AT) — S(AP x A7)
von Ppq 1= Par ac und Py, := PAp Aq- D.h.
0Dp g+ Dpg0 =P, — Ppy
(b) Seien X,Y beliebige topologische Réume, k € N |, p,q € Ng mit p + ¢ = k. Fiir 0 € £,(X) und
7 € 34(Y) setzen wir
(Dxy)k: (S(X)®8(Y)), — Sk41(X x Y);
o @1 — S(o x 7)((Dpq)k(idp ®@idy))

Dann kommutiert per Konstruktion.

DP#I
S(AP) @ S(AY) —— 2%, S(AP x A9)
SG®STl Ca ‘/S(JXT)
S(X)®S(Y) Dxy S(X x Y)

denn o ® 7 = (So ® ST)(idp, ® idy).
(c) Dxy ist eine Kettenhomotopie zwischen Pxy und P%y, denn fiir 0 € £,(X), 7 € ,(Y) gilt
(0Dxy + Dxyd)(c ®T) = 0S(0 X T7) 0 Dpg(id ®id) + Dxy 0 d(So ® S7)(id ® id)
= [S(0 x 7)0Dpq + Dxy © 9(So ® S7)](id @ id)
= [S(0 x ) o (P, — Ppg — Dpg0) + Dxy 0 0(So ® S7)](id ® id)
= S(o x 7)o (B, — Ppy)(id ®id)
= (le)q — Ppg)(o x 7)

Also 0Dxy + Dxy0d = PI,NI — qu
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(1.18) Kommentar: (a) Dxy ist natiirlich. Seien f : X — X'.g : Y — Y’ stetig, 0 € £,(X),7 €
Eq(Y):

Dxy(Sf®Sg)(c®7) =Dxiy(S(foo)®S(goT))(id®id)
= (S(foo)x(go7))Dpe(id ®id)
= S(f x g)oS(0 x 7)Dpe(id ® id)
=S(fxg)Dxy(c®T)

(b) Vgl. Beweis des Homotopitsatzes oder der Baryzentrischen Unterteilung. Man nennt das die
Methode der Azyklischen Modelle.

(1.19) Proposition: Es existiert eine EZ-Transformation
P = (Pxy)xy

Beweis. (a) Seien wieder p,q € No, X = AP, Y = A% Ist zu z € (S(X) ® S(Y))O ein Rand, so ist z
eine Linearkombination von Elementen der Form

(2 —71)®@y  wnd  T®(y2—y1)

mit x, z1, 22 € S(X) und y,y1,y2 € S(Y). Die Abbildung

o : So(AP) ® Sp(AT) — Sp(AP x A?)

vo(z®y) = (2,y) ()
bildet Rénder in Rénder ab, denn

(2,9) — (21,9) bzw. (@,y2) — (z,91)

sind Rénder in So(AP x A?). Nach dem Lemma b) gibt es daher eine Kettenabbildung

P,y : S(AP) ® S(A?) — S(AP x AY)

mit (Ppy)o = o (denn Sp(AP) ® Sp(A?) ist frei und So(AP x A?) azyklish, da AP x A9 zusam-
menziehbar ist).

(b) Nun setzen wir fiir beliebigen (X,Y) und o € £,(X), 7 € £,(Y) wieder

Pxy : S(X)®8(Y) — S(X x Y)
- S

Pxy (0 ®7) 1= S(0 x 7)(Ppy(idy ®idy)) (+%)
fest, so dass
Ppq
S(AP) ® S(AY) ————— S(AP x AY)
SU®ST‘ G ‘S(O‘XT)
S(X)@S(Y) Y 5(xX xv)

(und Ppy = Paraa ist). Wie in ([1.18) (a) sieht man dann, das P = (Pxy) tatsdchlich natiirlich
Transformation ist, die wegen (*),(**) und P,, = ¢o auch normiert ist.
O

10
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(1.20) Kommentar: (a) Gehen wir von der Kategorie KK zur Homotopiekategorie HKK tiber,
so gibt es nach (1.17)) und (1.19) also genau eine natiirlich Transformation P von F} nach Fb,
wobei F1, Fy : Top x Top — HKK, die normiert ist und auf den Objekten durch

R(X,Y) = S(X)®S(Y), F(X,Y)=S(X xY)
gegeben ist.

(b) Auf die gleich Weise kénnen wir nun auch ein (Homotopie-)Inverses Q = (Qxy : S(X x Y) —
S(X)®S(Y)) y y konstruieren, d.h. fiir jeden Paar (X,Y) ist

PXY : S(X)@S(Y) — S(X X Y)
sogar eine Homotopie-Aquivalenz.

(1.21) Proposition: Seien Fi, F, : Top x Top — HKK wie oben.

(a) Dann gibt es eine natiirliche Transformation @ = (Qxy)x,y von Fy nach F, die normiert ist,
d.h.

Rxv)o(z,y) =2y VreX,yeY

(b) Sind @ und @’ zwei solcher normierter, natiirlicher Transformationen, so gibt es ein natiirliche
Familie von Kettenhomotopien

D = (Dxy : Qxy = Qxy)

zwischen ihnen.

Beweis. (a) (i) Sei ke Ng X = A¥ und Y = A*. Es ist S(A* x AF) frei und nach der Kiinneth-
Formel fiir Kettenkomplexe fiir £ > 0
Hi,(S(AF) ® S(AF)) = [Ho(AF) @ Hy(AF) @H (AY) @ Hy—1 (AF) @ ... @ Hy,(A%) @Ho (AF)]
~— ~—
=(0) =(0)
@ [ Tor(Ho(A") ® Hy—1(A")) @ ... @ Tor(Hy—1(A") ® Ho(A"Y)) |
~(0) ~(0)

=(0)
Nach (1.15) (b) gibt es deshalb eine Kettenabbildung
Qr : S(AF x AF) - S(AF) @ S(AF)

mit
(Qr)o(z,y) =2®y,  Vr,yeAF

denn

w0 : So(AF x AF) — Sp(A%) ® So(A%)
(z,y) > zQy

11
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bildet Rénder auf Rénder ab, denn ist v : [0,1] — A* x AF ein Weg von (z1,%;) nach
(x2,y2) so ist v := m o~y Weg von x; nach x2 und v2 := w3 0y Weg von y; nach yo
(71,7 : A* x AF — AF die Projektionen auf den 1. bzw. 2. Faktor). Wegen
po((z2,92) = (21,91)) =22 Q@2 — 21 @1
= (r2 —21) QY2 + 21 ® (Y2 — y1)
= 0N ®y2 +11® 07
=M ®y2 + 71 ® )
Bildet ¢g Rénder auf Rénder ab,
(ii) Sei k € Ny , X,Y topologische Riume, sowie o € ¥1(X x Y) beliebig. Sei dj, € Si,(A* x AF)

das Diagonalsimplex
dk = (ld]mldk),

also
dp(z) = (z,z), VzeAF

moo (i=1,2
Qxy : S(X xY) = S(X)®@5(Y),
(@xv)r(0) := (So1 @ So2)(Q(dy))

I

Setze dann mit o; :

Wegen
o = (01,092) = (So1(id), Soz(id))
= (So1,S02)(id,id) = S(o1,02)(d) = So(d)
ist dann:
Qxy oS0 = (So1® Sa3) 0 Q,

also kommutativ:

Si(AF) (S(AF) @ S(AR)),

Sko" Ca ‘/(SO’l X SO’Q)k

Se(X x Y) _ Gxy (S(X)®S(YV)),

Es ist dann dhnlich zu zeigen wir bei P, () xy tatséichlich eine Kettenabbildung, normiert
und natiirlich in X und Y.

(b) Sind @ und Q' gegeben, so zeigt man in ((1.17)), dass es eine natiirliche Homotopie D : Q =~ @’
gibt (zunichst auf X =Y = A* k € Ny, dann allgemein).
O

(1.22) Satz: (von Eilenberg-Zilber) Seien P : F1 — Fy und @ : F} — F5 die eindeutig bestimmten,
normierten natiirlichen Transformationen zwischen den Funktoren mit

FX,)Y)=SX)®SY),FR(X,Y)=S(X xY)
Dann sind P und @ invers zueinander, d.h.
Po@Q=id,Qo P =id

Das bedeutet P und Q sind natiirliche Aquivalenzen zwischen Fy und Fs, wenn F}, F; : Top x Top —
HKK mit Fy = m o Fy, F» = m9 0 Fy und die nat. 7 : KK — HKK ist.

12
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(1.23) Kommentar: (a) Ist P eine EZ-Trafo, so ist also

(b)

Pxy : S(X)®S(Y) — S(X x Y)

fiir alle X, Y eine Homotopiedquivalenz. Insbesondere induziert P fiir alle X, Y und k € Ny einen
Isomorphismus

(Pxy )k : Hp(S(X) @ S5(Y)) = Hp(X x Y)

Man nennt (jeder Wahl von) @ = (Qxy : S(X xY) — S(X)® S(Y))xy eine EZ-Aquivalenz.
Waéhrend wir P nicht explizit angegeben haben, kann man die fiir @) wie folgt tun:

(1.24) Definition: (a) Seien p, ¢,k € Ny mit 0 < p,q < k. Wir bezeichnen dann mit

(8")5 : AP — A

und
(0")h AT — Ay

die Einschrankungen der linearen Abbildungen, die durch
(8")5(es) = e; fiiri=0,...,p

und
(6")5(ej) = exogey firj=0,....q
gegeben sind.

Sei nun k = p + ¢ und o : A¥ — X ein singuliires k-Simplex in X. Dann heifit o’ € Yp(X) mit

die g-te Hinterseite von o.

€0 €1
€2
A2
€1 .
€0 ()3

Abbildung 2: Beispiel fiir den Fall k = 3,p = 2,¢ = 1.

13
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(1.25) Kommentar: Setzt man nun fiir topologische Raume X und Y, k € N sowie 0 = (01,02) €

k(X Y)
k

Qxy (o) == D (01)p ® (05)k—p

p=0
So kann man nachrechnen, dass Qxy : S(XxY) — S(X)®S(Y) eine Kettenabbildung ist, die normiert
ist und (Qxvy)x,y eine natiirliche Transformation von F; nach F». @ ist also eine EZ-Aquivalenz.

Beweis von [1.22:

(i) Wir konstruieren eine (natiirliche und normierte) Kettenhomotopie von @ xy o Pxy nach idg(x)gs(v)
zundchst fiir X = AP und Y = A%. Das geht nach (a), weil S(AP) ® S(A?) frei ist und
S(AP x A?) azyklisch. Diese Homotopie D, : (Q o P)x y——id setzt man dann wie gehabt zu
eine natiirlichen Transformation D = (Dxy)x,y fort, die eine Homotopie zwischen @) o P und
id liefert.

(i) Genauso bei P o Q (zuniichst auf X =Y = A¥(k € Ny), dann allgemein)
U

(1.26) Definition: Seien X und Y topologische Réume und P = (Pxy : S(X)® S(Y)) — S(X x
Y)) vy €ine EZ-Transformation. Wir definieren das Homologie-Kreuzprodukt

H(X) x H(X') > H(X x X')

durch
(1. ') = [Pz ®2")]

(1.27) Kommentar: (a) Fiir zwei graduierte abelsche Gruppen G' = (Gp)pez und G’ = (G},)pez
setzt man G x G' = ((G x G')i),, durch

(G x Gk = @prq=Gp x G

Es ist dann G x G’ eine graduierte abelsche Gruppe (die Summe (Koprodukt) von G und G’ in
gAb).

(b) Das Homologie-Kreuzprodukt ist wohldefiniert und h#ngt nicht von der Wahl der EZ-Traf ab.

Ist ndmlich
A= (Axy : HX)Q H(Y) > H(S(X)® S(Y)))

die natiirliche Transformation mit
Axy ([ ®[7]) = [ ® 4]
aus (1.4) (c), so geht fiir o = [2] € Hy(X) und 8 = [2'] € Hy(Y')(p, ¢ € Np)
axfB=[PzRZ)]=P(z®7]) =PioAa®p)
und P, = P}, fiir je zwei EZ-Trafos P und P’ da diese homotop sind (L.17).

(c) Man kann sich a x f € Hpq(X x Y) fir « € Hp(X) und 8 € Hy(Y) konkret so vorstellen,
dass man (via P) eine Modellkette mpq € Hpiq(AP x A, (AP x A?)°) gewdhlt hat und zwei
Reprisentanten z € S,(X), 2’ € S4(Y) die Produktketten z x 2z’ = P(z ® 2’) wie in bildet
und davon die Honologieklasse.

14
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(1.28) Satz: Fiir je zwei topologische Rdume X und Y sei x xy das Homologie-Kreuzprodukt auf
H(X) x H(Y). Dann gilt:

(a) x = (Xxy)x,y ist eine natirliche Transformation zwischen den Funktoren Fi, Fy : Top? —
gAb mit
o R(X,Y) = H(X) x HY), F(X,Y)=H(X xY)

(b) Das Kreuzprodukt ist bilinear.
(c) Das Kreuzprodukt ist in folgendem Sinn graduiert kommutativ. Ist
txy : XxY->YxX

die Komponentenvertauschung (z,y) — (y,x), so gilt fiir alle @ € Hp(X) und f € Hy(Y)

(p,q € No):
ax = (-1t (a x B)

(d) Das Homologie-Kreuzprodukt ist im folgenden Sinne assoziativ:
Fiir topologische Rdume X,Y und Z sowie Homologieklassen oo € H,(X),8 € Hy(Y ),y € H,(Z)
gilt in Hpy g (X XY x Z):
(axfB)xy=ax(Bx7).

(e) Neutrales Element: Sei zgp € X und j = jz, 1 Y — X xY : y — (x0,y). Dann gilt fiur alle
BeHy(Y):
[z0] x B = j«([A])

(und #hnlich bei yp € Y und 7" : X x {yo} > X xY).

Beweis. (a) Die Darstellung
ax ff=P.olaxp)

zeigt, dass das Kreuzprodukt natiirlich ist, d.h. sind f: X — X’ und ¢g: Y — Y’ stetig , so ist

(f X g)*(a X B) = fea X gu8

HX) < HY) —— L g(x xv)
f*Xg*‘ G ‘(fXg)*
X X7y

HX)x HY') ——— 5 H(X' x Y")

(b) Die gleich Formel zeigt auch, dass x x y bilinear ist, also

(a1 +ag) x B= (a1 x B) + (g x ) und
ax (f1+P2) = (ax Bi) + (ax B),

denn ® in bilinear, sowie A und P, sind bilinar.
(c) Betrachte die Kettenabbildung

mxy  S(X)®S(Y) = S(Y) x S(X)
rHe®d) = (—1)Pd®c

15
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fiir ce Sy(X),d e Sy(Y), (p,q € Ny, vlg. (1.2) (a)). Wir behaupten, dass das folgende Diagramm
bis auf Homotopie kommentiert:

TXY

S(X)®S(Y) SY)® S(X)
nyl lPYX
S(X x Y) Sty S(Y x X)

Es folgt dann fiir a = [2] € Hp(X), 5 = [2'] € Hy(Y):

B xa=[Pxy(?®2)]
= (—1)pq[PYX o Txyy(z ® Z/)]

= (—1)"[Stxy o Pxy(2® 2')]
txy)«([Pxy(z® 2')])

Zur Kommutativitit von (*) bis auf Homotopie benutzen wir wieder die Methode der azyklischen
Modelle: Fiir X = AP und Y = A% ist S(X)®S(Y) frei und S(X x Y') azyklisch und auflerdem

(Pyx omxy)o(r®y) = (Pyx)o(y®x) = (y,z) = (Stxy)o(,y) = (Stxy o Pxy)o(r ®y)

fiir alle x € X,y € Y. Deshalb sind Pyx o 7xy und Stxy o Pxy fir X = AP und ¥ = A¢
homotop. Nun ist neben P = (Pxy) auch t = (txy) natiirliche Transformation und deshalb sind
Py x otxy und Stxy o Pxy fiir beliebige X und Y homotop ((|1.17]) Beweis Teil (b)).

(d) Betrachte hier das Diagramm

id® Py 7
S(X)@S(Y)®8(Z) ———75 S(X)® S(Y x Z)

‘PX,YXZ
Pxxv.z

SXxY)®S5(Z) ———— = S(X xY x Z)

Pxy ®id‘

Das diese Diagramm bis auf Homotopie kommutiert beweist man wie in (c¢) mit der Methode
der azyklische Modelle. Es folgt dann fiir a = [z] € Hp(X), 5 = [2'] € Hy(Y),~y = ["] € H.(Z)

(ax B)xy=[Pxy(z®2")] x v
= [Pxxv,z(Pxy(:®2) ®2")]
= [Pxxyzo (Pxy ®id)(z ® 2’ ® 2")]
= [Pxxyzo(id® Py z)(: ® 2 ®2")]
= [Pxxv,z(2® Py z(7 ® 2"))]
=ax(Bx9)

(e) Methode der azyklischen Modelle: Sei zunéchst X = {zo} und ¢ : S(Y) — S(X) ® S(Y) die
Kettenabbildung, mit
YP(d) =20 ®d
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Dann kommutiert bis auf Homotopie folgendes Diagramm:

S(X)®5(Y) (%)
(Beweis Zunichst im Modellfall Y = A9(q € Ny), dann allgemein). Es folgt dann fiir 8 = [2/] €
Hy(Y):
[wo] x B = [Pxy (20 ® 2)]
= [Pxy o ¥(2)]
= (Pxy o9)«([='])
@ s

Fiir den allgemeinen Fall nutzen wir Teil (a) mit den Abbildungen ¢ : {zg} — X,jo : ¥ —
{zo} x Y und j: Y — X x Y wie oben. Wegen

(Z®1d)0]0 :j7

Y—>xo><Y

N, e

X xY

ist dann :

[z0]x x B = ix([x0]) x B
= (ix ®ids)([zo] x B)
= (1®id)«((jo)«(8))
= ((i®id) © jo)«(B)

O]

Da x : H(X) x HY) — H(X x Y) bilinear ist induziert x ein eindeutig bestimmtes, lineares
H(X)® H(Y) - H(X xY) welches wir ebenfalls mit x bezeichnen

H(X)x HY) — > H(X x Y)

Erinnere: (H(X)® H(Y)), = Dprgr Hp(X) @ Hy(Y)
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(1.29) Satz: (Kiinneth-Formel fiir topologische Rdume) Seien X und Y topologische Rdume und
x: HX)® HY) - H(X xY) ihr Homologie-Kreuzprodukt, @ : S(X xY) — S(X) ® S(Y) eine
EZ-Aquivalenz und p : S(X)® S(Y) — Tor™ (H(X), H(Y)) die natiirliche Abbildung aus (d).
Dann ist die folgende kurze Sequenz zwischen graduierten abelschen Gruppen exakt, natiirlich und sie
spaltet:

0— HX)®HY) = H(X x Y) 2%, Tor (H(X), H(Y)) — 0 (*)

(1.30) Kommentar: Fiir eine graduierte abelsche Gruppe (G)kez bezeichnen wir mit G~ = (G} )rez
die in der Graduierung um —1 geshiftete graduierte abelsche Gruppe, G}, = gr—1 Es ist also

(Tor™ (H(X), H(Y))), = Tor(H(X), H(Y )1

Beweis von[1.29: Sei P = (Pxy) eine EZ-Trafo, Pyx : S(X)® S(Y) — S(X x Y)- Benutze nun die
Kiinneth-Formel fiir Kettenkomplexe (1.1]): Da die Reihe von

0 —— H(X)® H(X') 2 H(S(X)® S(Y)) -5 Tor— (H(X), H(Y)) —— 0

U HQ%

H(X xY)
exakt und natiirlich ist und spaltet, ist die fiir (*) auch so. O

(1.31) Beispiel: (a) Ist insbesondere H(X) oder H(Y') frei, so liefert das Homologie-Kreuzprodukt
einen Isomorphismus.

(i) Z.b. ist dann fir m,n € N mit m # n

Z firk=0,mnm+n

0 sonst

Hk(Sm X Sn) = {

und fiir m =n
Z fiir k=0,2n

Hp(S" xS")=<7% firk=n
0 sonst

Sind auflerdem [S™] € Hp,(S™) und [S"] € H,,(S™) fest gewédhlte Orientierungen von S™
bzw S™. So wird fiir jedes z € S™ und y € S™ Hy(S™ x S™) von [(z,y)] erzeugt, bei m # n
dann H,, (S™ x S™) von (jy)«([S™]), Hn(S™ x S™) von (jz)«([S™]) und Hpyn(S™ x S™) von
[S™] x [S™] erzeugt.

Im Fall m = n wird H,(S" x S") von (jy)«([S"]) und (j.)«([S"]) erzeugt.

(ii) Fiir den n-dimensionalen Torus T" = (S')" ist

Z(Z) firo<k<n

0 sonst

Hy(T") = {

Ist [S!] Orientierung auf S, x; € S*(i = 1,...,n) und

[Si] = (G)«([S"])
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mit j; : St — T"
jz(.%') = (xl, ey L1, Ly L1y - - - 71'71)
(t=1,...,n), so wird Hg(T™) frei von den Homologieklassen
[Si]x...x [S%k]er(']I‘") mit 1<ig<...<ip<n
erzeugt. Induktion iiber n:

n=0:v
n~»n-+ 1:

Hy (T = Hy(S* x T")

E (Ho(S") ® Hy(T")) @ (H1(S") ® Hy_1(T"))
v (Z® Z(Z)) ®(Z® Z(zﬁl))
— 7 @z

—z(")
(b) Fiir k =1 gilt bei beliebigen topologischen Réumen X und Y.
Hi(X xY) = (Ho(X) @ Hi(Y)) ® (H1(X) ® Ho(Y)),
insbesondere, wenn X und Y wegzusammenhéngend sind:
H(XxY)~H((X)® H (YY)
In diesem Fall ist ndmlich

Torg(H(X), H(Y)) = (Tor(H(X), H(Y))), = (0)

weil Hyo(X) und Ho(Y') frei sind.

(1.32) Definition: Sei G ein Ring (kommutativ mit Elns) P = (Pxy) eine EZ-Trafo und X,Y
topologische Rédume. Fiir a = [z] € Hy(X;G) und g = [2'] € Hy(Y;G) (p, q € No),

/ !
i J

Setzen wir :

axgfB= E(Qigé)ny(Ci(@C}) € Hp+q(X xY;Q)
1,5

und nennen dies das G-Homologie- Kreuzprodukt von o und f3.

(1.33) Kommentar: (a) Wir notieren (wie fither) ein Element ¢ ® g € S(X) ® G wie iiblich mit
gc.
(b) Betrachte fiir einen Ring G die Kettenabbildung
£ (S(X)®G) @6 (S @ E) — (S(X) © () ©C
flge®@d'd) = (99)c®@ ¢,
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Es folgt dann, das f sogar eine G-Kettenabbildung ist (Wie bei Vektorraum-Komplexen definiert
man G-Kettenkomplexe C' = (CY, k) fiir einer kommutativen Ring G mit Eins durch eine Familie
(Ck)kez von G-Moduln Cj und G-linearen Abbildungen (0 : Cy — Ck_1)r mit 0x = Ok+1 = 0.
Ist nun

AN H(X;G)QH(Y;G) - H(S(X)®S(Y);G)
die natiirliche Abbildung mit

Azl ®c [2']) = [¢ ®c 2]

und P eine EZ-Trafo, so gilt fiir alle o € Hy(X; G) und B € Hy(Y;G) (p,q € No)

axgB=(Pxy®id)s o fs o Ma® f),

denn mit o = [2] und 3 = [2'] sowie z = X, gic;, 2’ = }; g;c} st

(Pxy ®id)x o fa o Ma® B) = [(PXY ®id) o (Z(Qigg')ci ® CQ)]

ihj
= [E(Qigé‘)PXY(Ci ®C})]
i3
=axgf
(c) Deshalb ist
xqg:HX;G)xHY;G) - HX xY;QG)
zunéichst wohldefiniert und unabhiingig von der Wahl der EZ-Trafo P, denn ist P’ eine weitere
EZ-Trafo, so ist mit Pyy = Py (via Dxy) auch Pxy ®idg ~ Py, ®1id (via Dxy ®1id), also
(Pxy ®id)s = (Pyxy ®id)s.

(d) Das G-Kreuzprodukt ist dann:
(1) G-bilinear (also auch (ga) x = g(a x f)Vge G,a € Hy(X),5 € Hy(Y))
(2) natiirlich

(3) graduiert kommutativ
(4
(5

wie das ganzzahlige Kreuzprodukt x = xz (Beweis von (|1.28) mit G tensorieren.)

assoziativ

)
)
)
)

respektiert neutrale Elemente,

(1.34) Satz: Sei G ein Korper und X, Y topologische Rdume. Dann liefert das G-Homologie-Kreuzprodukt
einen Isomorphismus (den wir auch mit x ¢ bezeichnen)

H(X;G)®c HY;G) > HX xY;QG)
a®qf—axgp

Beweis. Wir benutzen die Darstellung
axgf=(Pxy®id)so foA(a® S)
Sei @ = (Qxy) eine EZ-Transformation von F5 nach Fj. Da

Qxy o Pxy ~id, Pxy o Qxy =~id,
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gilt auch
(Pxy ®id) o (Qxy ®id) ~id, (Qxy ®id)o (Pxy ®id) ~

Also ist schon mal

(Pxy ®id)s : HS(Y)QS(Y)®G) — H(X x Y,G)

ein Isomorphismus.
Weiter ist sogar die Kettenabbildung f aus (1.33[ (b)) ein Ketten-Isomorphismus, denn

f:8(X)®S(Y)®G - (S(X)®G)®c¢ (SY)® Q)
flgle®d)) =(g0)®@1-¢

ist offenbar invers zu f.
SchlieBlich ist im Koérperfall

A H(X;6G)®c H(Y;G) — H((S(X) ® G) ®c (S(Y)®G))

nach ((1.4]) ein Isomorphismus und daher die ganze Komposition (Pxy ® id)s o fx o A. O
(1.35) Korollar:

Seien X und Y topologische Riume.

(a) Sei k € Ny und Hy(X) und Hi(Y) endlich erzeugt. Dann ist auch Hi(X x Y') endlich erzeugt
und fiir die k. Betti-Zahl bi(X x Y) gilt:

R(X xY) Z by (
p+q=k

(b) Sind sogar H(X) und H(Y) endlich erzeugt (z.B. wenn X und Y eine endliche CW-Struktur
tragen), so ist auch H (X x Y) endlich erzeugt und es gilt:

X(X xY) =x(X) x(Y)

Beweis. (a) Nach Alg.Top. I kann man die Bettizahlen von X durch die Homologie mit Koeffizienten
in einem Kérper der Charakteristik 0 berechnen (z.B. B = Q):

bi(X) = dimg Hy(X;Q)

Mit ist nun
be(X x Y) = dimg Hi(X x Y;Q) = dimg (H(X;Q) ® H(Y;Q)),
= dimg ( @prq-r Hp(X; Q) ®g Hy(Y;Q))

Ist nun V' ein G-Vektorraum (G Korper) der Dimension m mit Basis (e, ..., €,) und W ein

G-Vektorraum der Dimension n mit Basis (e},...,¢e}) so ist V ®; W ein G-Vektorraum der
Dimension m - n mit Basis e; x e;-, 1<i<m,1<j<n. (Ubung)

Deshalb ist

(X xY) = ) dim Hy(X)dim,(Y)

p+q=Fk

= 2, b(X)be(Y)

p+q=k
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(b) Sind H(X) und H(Y') sogar endlich erzeugt, so auch nach der Kiinneth Formel H (X x Y). Fiir
die Euler-Charakteristik ist dann

X(X xY) i )* dimg(X x Y, Q)
k=0
D D, DRy (X)bg(Y) = Z(-U’%) (Z(-U%)
k=0 p+q=k k=0 k=0
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2 Cohomologie

(2.1) Erinnerung: Seien C; und Cy Kategorien. Es heifit f : C; — Cq ein kontravarianter Funktor
oder Cofunktor von C; nach Co, wenn F' jedem Objekt X in C; ein Objekt F(X) in Co zuordnet und
jedem Morphismus f in C;, f € Mor(X,Y), einen Morphismus F(f) in Co mit f € Mor(F(Y), F(X)).
(Beachte die Vertauschung in der Argumenten von Mor).

Dabei soll gelten:

(i) Fiir alle Objekte X,Y, Z in C; und Morphismen f € Mor(X,Y), g € Mor(Y, Z) ist:
F(go f)=F(f)oF(g)

Statt F'(f) schreibt man auch f* (* fiir kontravariant und , fiir covariant), so dass man dann
erhélt:
(go f) = f"og"

(ii) Fiir alle Objekte X in C; gilt:
F(idy) = idp(x)

Oder kurz: id* = id
(2.2) Beispiel: Sei G eine abelsche Gruppe.

(i) Fiir jede abelsche Gruppe A ist dann auch Hom(A,G) = {¢ : A — G, ¢ ist Homomorphismus}
eine abelsche Gruppe vermoge (¢, 1) — ¢ + ¢ mit (¢ + ¥)(a) = p(a) + P(a).

(ii) Ist f: A — B Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen A und B, so nennen wir

f* = Hom(f;G) : Hom(B; G) — Hom(A4; G)
i) =pof

den zu f dualen Homomorphismus.

Es folgt, dass F' = Hom(__; G) : Ab — Ab ein kontravarianter Funktor ist, denn fiir f : A — B,
g: B — C gilt:

(go )" () =wolgof)=(pog)of=Ff(g"(p) = (fTog")(¥)
Fiir alle A und fiir alle Homomorphismen ¢ : A — G ist:
ld*A(SD) =@po id = Y= idHom(A;G) (30)

(2.3) Beispiel: Hom(Z; G) =~ G vermoge ¢ — (1), denn zu einem g € G gibt es genauein ¢ : Z —» G
mit ¢(1) = g.
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(2.4) Proposition: Sei G abelsche Gruppe und sei

AL BY% oo

eine exakte Sequenz abelscher Gruppen. Dann ist die induzierte Sequenz abelscher Gruppen

0 — Hom(C; G) 2> Hom(B; G) ©5> Hom(A; Q)

exakt.
Beweis. (i) Exaktheit bei Hom(C;G): Sei ¢ : C — G ein Homomorphismus mit ¢*(¢) = 0, also
pog=20
g
B C 0
¥
0
G

Da g surjektiv ist, folgt ¢ = 0. Also ist g* injektiv.

(ii) Exaktheit bei Hom(B; G):

(a)

(b)

Es ist

frogt=(gof)*=0"=0
Also im(g*) < ker(f*).
Sei ¢ : B — G gegeben, mit f*(¢) = 0, also ¢ o f = 0, dann ist ker(g) = im(f) < ker(y),
so dass es einen (eindeutig bestimmtes) @ : B/ker(g) — G gibt mit @ o 7(¢), wo 7 : B —
B/ ker(g) die kanonische Projektion ist.
Ebenso induziert dieser ein Homomorphismus

g: B/ker(g) —» C

mit gom = g, der wegen der Surjektivitdt von g sogar ein Isomorphismus ist. Wir kénnen
deshalb setzen:

Dann ist also
Yog=7p

und damit kommutieren die drei Teildiagramme des folgenden Diagramms:
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Deshalb kommutiert das grofe:
Ypog=togom =y,

d.i. ¢g* (1) = ¢. Also ist auch ker(f*) < im(g*)

(2.5) Kommentar: Eine exakte kurze Sequenz
0-ALBL o0
muss dagegen allerdings keine exakte Sequenz
g* f*
0 - Hom(C; G) — Hom(B; G) ~— Hom(A;G) — 0

nach sich ziehen, d.i., auch wenn f injektiv ist, ist nicht notwendig f* surjektiv. Ist z.B. A= B =7
und C = 7Z/27 sowie f: A — B, f(k) = 2k und g = 7 : Z — 7Z/27 kanonisch, so ist

0-A4LB% S0

exakt , aber mit G = Z/2Z
f* :Hom(B;G) — Hom(4; G)

ist
(@) (k) = o f(k) = p(2k) = 2¢(k) = 0,
fir alle ¢ € Hom(Z, Z/27), aber Hom(Z, Z/2Z) = 727 # 0 also ist f* nicht surjektiv.

(2.6) Erinnerung: Eine kurze exakte Sequenz

0-ALB% S0

spaltet, wenn es ein Rechtsinverses r : C' — B von g gibt, gor = id¢, (bzw. dquivalent ein Linksinverses
l:B— Avon f,lof=1idya). In diesem Fall ist dann B ~ A@® C (vermoge (I, g))

(2.7) Zusatz: ist
0-4LBshcoo

exakt und spaltet, so ist auch
0 — Hom(C; G) g, Hom(B; G) EAR Hom(A4;G) — 0 *)
exakt und spaltet auch.

Beweis. Ist [ : B — A linksinvers zu f (eine Spaltung), l o f = idy4, so ist
idHom(A;G) = ldj:& = (l © f)* = f* ol*

Also ist f* zuniichst mal surjektiv, also (*) exakt, und dann, dass f* Spaltung von (*) ist. O
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(2.8) Erinnerung: Sei A eine abelsche Gruppe . Die standard-Auflosung von A
S(4): 0->RLF5A-0
war gegeben durch F':= F(A) die freie abelsche Gruppe iiber der Menge A und 7 gegeben durch
m(a) =a

und R := ker(7) sowie i : R < F die Inklusion.
Damit ist S(A) eine freie Auflosung, da mit F' auch R als Untergruppe wieder frei ist.

Um ein Maf fiir das Fehlen der Exaktheit der Sequenz zu bekommen, wenn man Hom(_, G), fiir eine
abelsche Gruppe G, anwendet, macht man nun folgendes (vgl. die Definition von Tor(A4, G)).

(2.9) Definition: Sei A eine abelsche Gruppe und
0>RHF5HA-0
ihre Standard-Auflésung. Sei G eine weitere abelsche Gruppe und
i* = Hom(i, G) : Hom(F,G) — Hom(R, G)
von ¢ induziert. Dann heifit
Ext(A, G) := coker(i*)(= Hom(R, G)/im(i*)
das Extensions-Produkt von A mit G (kurz: Ext-Produkt).
(2.10) Kommentar: Fiir die Standard-Auflésung
0>RHF5HA-0
wird also (nach Definition) mit der kanonischen Projektion
v :Hom(R,G) — Ext(R, G)
die induzierte Sequenz
0 — Hom(A; G) ™ Hom(F; G) “> Hom(R; G) % Ext(A,G) — 0
exakt. Aber was geschieht mit anderen freien Auflésungen von A?

(2.11) Erinnerung: Sind S und S’ freie Auflésungen abelscher Gruppen A und A’ undist h: A — A’
ein Homomorphismus, so gilt:

(a) Es gibt Homomorphismen g : F — F’ und f: R — R, so dass (*) kommutiert.

S: 0 G F A 0

f g h

S 0 G F A 0 (*)
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(b) Sind §: F — F' und f : G — G’ (weitere) Homomorphismen, so dass (*) mit (f, §) kommutativ
wird, so gibt es einen Homomorphismus « : F' — R’ mit

jloazg_ga aoj:f_fa

(2.12) Proposition: Seien A und A’ abelsche Gruppen,

S : 0—>Ri>F—>A—>0
S 0-RLF A S0

freie Auflosungen von A bzw. A’ sowie h : A — A’ ein Homomorphismus. Dann gibt es genau einen

Homomorphismus
® = ®(h;S,9") : coker((j)*) — coker(5*)

(wo % den Hom-Funktor Hom(__,G) fiir eine abelsche Gruppe G bezeichnet), so dass gilt: Sind ¢ :
F — F' und f: R — R’ beliebige Homomorphismen, so dass (f,g,h) : S — S’ Homomorphismus
zwischen kurzen exakten Sequenzen ist, so kommutiert auch folgendes Diagramm:

;K

S: 00— Hom(4;G) —— Hom(F;G) ]*> Hom(R; G) LN coker(j*) 0
hﬁ C. ]q* C fﬁ Ca qﬁ
50— Hom(A'G) — Hom(FG) 2 Hom(RG) - coker(()*) —» 0 (%)

(2.13) Kommentar: Das Besondere an (2.12)) ist nicht so sehr die Existenz und Eindeutigkeit von
®, so dass (**) kommutiert, denn es gibt sicher nur einen Kandidaten, ndmlich

o([e]) = [f*(p)]

V¢ € Hom(R/, G) (Wohldefiniertheit muss natiirlich gepriift werden). Es ist vielmehr die Unabhéngigkeit
von der Wahl (f,g), die (f,g,h) : S — S’ zu einem Homomorphismus zwischen kurzen exakten Se-
quenzen macht.

Beweis von ([2.19). Wegen f* o (j/)* = j* o g* ist,
fH(m((5")*)) < im(5%)
also ist v o f*(im((;5')*) = 0. Also gibt es genau ein ® : coker((j')*) — coker(j*), mit o/ = v o f*
also
(I)([QD]) = [f*QD],VQO € HOHI(R,, G)

Ist (f,§) eine weitere Wahl, die (*) kommutieren lisst und a : F — R’ mit cvo j = f — f. So ist

j*Oa*Z,]E*—f*,
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also .
f* () = f*(p) € im(5%)
Macht daher ® (**) kommutativ (mit f statt f und § statt g), so ist deshalb

o ([¢]) = [F* ()] = [F* ()] = 2([e])
fiir alle ¢ € Hom(R', G). O
(2.14) Korollar: Definiert man eine Kategorie C dadurch, dass die Objekte freie Auflésungen
S: 0-R—->F—->A-0
abelscher Gruppen sind und die Morphismen von C durch Homomorphismen h : A — A’ gegeben sind,

S 0 R / F A 0

h

S0 R F’ A 0

(und die Komposition ist nun offensichtlich), so ist die Zuordnung ® : C — Ab, gegeben auf den
Objekten S durch ®(S) = coker(j*) (mit festem G) und auf den Morphismen h : S — S” durch

d(h) = ®(h; S, 9")
funktoriell, also
(a) ®(id; S, S5) =id VS
(b) ®(h' o h;S,5") =®(h;S,S")o®(K,S,S") fiir alle h: S — S' b : S — 5.

Beweis. (Vgl. Alg. Top. II)
(a) Ist h =1id: S — 5, so kann man f = id und ¢g = id wihlen und erhilt

B(id; S, S) = id.

(b) Sind (f,g) bzw (f',¢’) fiir h : S — S’ und ' : S’ — S” schon gewéhlt, so ist (f'o f,g'og,h oh) :
S — 5" ein Homomorphismus zwischen kurzen exakten Sequenzen, weil nun sowohl ®(h'h; S, S")
als auch ®(h;S,S") o ®(h';5’,S”) das Diagramm (**) mit ((f'f)*, (¢'9)*, (W'h)*) kommutieren
lasst, ist nach

B(W o h; S, 8") = (R S, 8") 0 B(H; S, ")
O

(2.15) Kommentar: (a) Ist h: A — A’ ein Isomorphismus, so muss also fiir zwei Auflsungen S
und S’ von A bzw. A’
®(h; S, S") : coker(j*) — coker(j*)

Isomorphismus sein (denn ®(h~1; S, S) ist Inverses von ®(h; 5, S")).

28



Algebraische Topologie

(b)

Ist insbesondere h = id, so gilt fiir eine beliebige Auflésung S von A und der Standard-Auflésung
S(A), dass
®(id; S, S(A)) : Ext(4, G) — coker(j)

ein Isomorphismus ist. Es hiingt also der Isomorphietyp von coker(j*) nicht von der Wahl der
freien Auflésung von A ab.

(2.16) Beispiel: (a) Ist A eine freie abelsche Gruppe, so ist

Ext(4, G) = (0)

fiir beliebiges GG, denn dann ist ‘
0-054% 450

eine freie Auflésung und damit

Ext(A, G) = coker(j* : Hom(A, G) — Hom(0,G) = (0)) = (0)
Fiir zwei abelsche Gruppen A; und As und beliebigem G ist
Ext(A; @ A2, G) ~ Ext(A1,G) ® Ext(As, G),
denn fiir zwei Auflésungen
S;:0—> R F,—Ai>0  (i=1,2)

ist o
$1@5:0- R ®R 2% P @F, —» A ® Ay — 0
wieder freie Auflosung. Deshalb ist (bei S; = S(A;))

Ext(A; @ Az, G) = coker((j1 @ j2)*) = coker(j]) @ coker(j5)
= Ext(A;, G) @ Ext(As2, G)

Bezeichnet (wie frither schon) fiir eine abelsche Gruppe G und n € Ny mit
n-G={n-g:9geG}

(z.B.0-G=(0),1-G = G), so gilt mit Z,, = Z/nZ (Zy = (0),Z1 = Z):
Ext(Z,,G) = G/nG.

Es ist ndmlich o
022757, -0

mit j, (k) = n-k,k € Z (und 7 kanonisch), eine freie Auflésung von Z,. Identifiziert man nun
noch Hom(Z,G) mit G (vermdge ¢ — ¢(1)), so lautet die duale Sequenz:
s Jn
0 - Hom(Z,,G) — G~ G
mit
fulg)=n-g

Also ist
Ext(Zy, G) = coker(j}) = G/nG.
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Beachte, das z.B.
Ext(Zy,Z) =~ Z,, £ (0) =~ Ext(Z,Zy,)

(fiir n > 2); bereits
Hom(Z,,Z) = (0) # Z,, ~ Hom(Z, Z,).

Also weder Hom(__, ) noch Ext(__, ) sind symmetrisch. (Im Gegensatz zu _®__und Tor(__,_))

(d) Ist insbesondere die Koeffizientengruppe G (die unterliegende Gruppe ein(es) Korper(s) der
Charakteristik Null, z.B. Q,R,C, so ist nG = G, V¥n = 1, denn jedes g € G kann man durch
n=1+...+1 (n-mal teilen, n # 0.

Also ist
Ext(Z,,G) = (0),Vne N

(e) Ist A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe (also
A7 @2, ®... ®L,,
mit b,r € No,n1,...,n, € Z>2) und G ein Korper der Charakteristik Null, so gilt wegen (a)-(d):
Ext(A,G) = (0).

(2.17) Definition: Seien A und B abelsche Gruppen und f : A — B ein Homomorphismus. Wir
nennen dann

F* = Ext(£,G) = 9(f; S(A), S(B)) : Ext(B, G) — Ext(A,G)
(bei vorgegebenem G) den von f induzierten Homomorphismus.
2.18) Kommentar: Es wird dann (bei festem G) Ext(_,G) : Ab — Ab gegeben durch
(2.18)

A Ext(A, G)
f— Ext(f,G)

zu einem kontravarianten Funktor, denn wegen (12.14)) ist tatséchlich
id* = id
(go f)* =f"og"

(2.19) Definition: Ein Cokettenkomplex (C,6) besteht aus einer Familie C' = (C*)pez abelscher
Gruppen und einer Familie von Homomorphismen 6% : C% — C*¥*1, so dass fiir alle k € Z gilt

5k+105k =0

(2.20) Kommentar: (a) Man nennt die Homomorphismen 6% : C* — C**! die Corandoperatoren
von (C,9).

(b) Setzt man fiir ein Cokettenkomplex (C,d) einfach
Cpi=C7F 0 =61

so erhélt man offenbar einen Kettenkomplex (Cy, 0) (und umgekehrt). Auf diese Weise kann man
nun alle Begriffe von Kettenkomplexe auf Cokettenkomplexe iibertragen, z.B.:
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(i)

(iii)

Es heiflen die Elemente von
ZH(C) = ker(6%)

die Cozyklen von C und
B*(C) = im(6*71)

die Cordnder von C. Weiter heifit
HH(C) = 74(C)/BH(C)
(wegen 62 = 0 ist B¥(C) < Z¥(C) Untergruppe) die k-te Cohomologiegruppe von (C, ).

Fiir zwei Cokettenkomplexe (C,§) und (C”,§’) heifit eine Familie f = (f*: C* — (C")¥)
wir schreiben f: C' — (', eine Cokettenabbildung von C nach C', wenn

("o fk=ftloghk VkeZ

keZ’

gilt. Eine Cokettenabbildung f : C' — C’ induziert in funktorieller Weise einen Homomor-
phismus
fi : HY(C) — HM(C)
durch
fella]) = [FM@)), Vae Z5(0).

Eine Familie von Homomorphisme

D= (D":C* - (C") ), .,

heifit Cokettenhomotopie (kurz Homotopie) zwischen zwei Cokettenabbildungen f,g: C' —
C’, priziser von f nach g, D : F ~ g, wenn fiir alle k € Z gilt:

(6)F1 o DF 4 DL o gk = gk fF,
Es ist dann
[ = gs

Ist

o-c'Losce o (*)
eine kurze exakte Sequenz von Cokettenabbildungen, so existiert ein natiirlicher Homo-
morphismus, genauer eine natiirliche Transformation zwischen geeigneten Funktoren auf
geeigneten Kategorien,

55 . Hk(C//) N Hk+1(0/).
so das folgende lange Kohomologiesquenz von (*) exakt wird:

k-1
6*

k
2 HMC) I HE(O) 25 HR (M) 2 HRY ()

Induziert fiir zwei Teilkomplexe C’,C” < C' die Inklusion ¢ : ¢’ + C” — C einen Isomor-
phismus in der Cohomologie

iv : HY(C'+ C") S H¥(C), ke,

(es heiBt (C’, C") ein Ausschneidungspaar) so hat man eine (natiirliche) lange exakte Mayer-
Vietoris- Sequenz

.- HNCO A O) S HYCY @ HR(C) L HE(C) S HMYY (O A C) .

wobei u, v und A entsprechend definiert werden.
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(2.21) Beispiel: Sei (Cy, 0) ein Kettenkomplex und G eine abelsche Gruppe. Durch Anwenden von
Hom(__, G) erhilt man den zugehirigen Cokettenkomplex

C* := Hom(Cy, G)
o* = 0y
mit

5k—1 — OF
oo = Hom(Ch_1, G) ——* % Hom(Cy, ) —— Hom(Chs1,G) — -+

| | |
Ckfl Ck Ck+1

~ .,

H*(C;G) = ker(8%)/im(6* 1) = H*(Hom(C, G))

Wir nennen dann

die k-te Cohomologiegruppe des Kettenkomplexes (C,0) mit Koeffizienten in G.

(2.22) Definition: Sei (Cy, dx)rez Kettenkomplex und (C*, 6%,z der induzierte Cokettenkomplex
mit Koeffizienten in G (G abelsche Gruppe). Wir notieren mit

<7,7>2Ck X Ck_’G
{p,c) = p(c)

die natiirliche Paarung zwischen C* und Cy, (k€ Z,p € C* ce Cy).
(2.23) Kommentar: (a) Esist {(_,_ ) bilinear, d.h.

o+ ¢, 0)={p,c)+{¥,c), Yo,¢ eCF ceCy
{p,c+y={p,c)+{p,c>, Vpe C’k,c, d e Cy

(Vorsicht, der induzierte Homomorphismus

Cr — Hom(C*, @)
c— [ {p,0)]

ist i.a. weder injektiv noch surjektiv.

(b) Es gilt die Corand-Rand-Formel:
<5k807 C> = <907 ak—i—lc>’ Y E Ck) CE Ck+17 keZ

denn

(O, ) = (3p) () = (@%¢)(c) = (p 0 d)(¢) = (dc) = {p, c)
(2.24) Bemerkung: (a) Ist a € C* ein Cozyklus, a € Z¥, und z € Cy, ein Rand, z € By, so ist

{a,z)y =10
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(b) Und ist o € C* ein Corand, o € B*, und z € Cy, ein Zyklus, z € Zy, so ist
{a,z)y =10
Beweis. (a) z € By, also z = de, fiir ein ¢ € Cy41:
la, zy = (e, 0c)y = (da,c) ={0,¢) =0

(b) ae B*, also a = dyp, fiir ein ¢ € CF~1:

(o, 2) = (b, z) = {p,02) = {p,0) =0
0

(2.25) Kommentar: Nach den Homomorphisatz driickt sich daher die Paarung {_, ) : C¥xCy — G
in natiirlicher Weise auf die Paarung der Cohomologie H*(C;G) und der (ganzzahligen) Homologie
Hj(C) durch, die wir wieder mit {__, ) bezeichnen:

(& lzrxz,

AR A

™ X Tk

HE(C; G) x H,(O)
(k. ZF — H*(C;G) und 7y, : Z, — Hy(C) kanonisch.) Es ist also wohldefiniert.

(2.26) Definition: Sei (Cy,d:) ein Kettenkomplex, G eine abelsche Gruppe und (C*, %) der in-
duzierte Cokettenkomplex. Dann definiert man die natiirliche Paarung zwischen Cohomologie mit
Koeffizienten in G und Homologie

(., >:H¥C;G) x H,(C) > G

durch
(al, [2]) = <a, 2)
(2.27) Kommentar: Man bekommt auf diese Weise also einen (natiirlichen) Homomorphismus:

k: H*(C;G) - Hom(H,(C), Q)
r(la])([z]) = al, [2])

Frage: Ist k ein Isomorphismus?

(2.28) Ab sofort: Zusitzliche Voraussetzung: Wir nehmen ab nun an, dass (C,J) ein freier Ket-
tenkomplex ist, d.h. dass alle Kettengruppen frei sind, und benutzen (wie frither schon) die folgende
Tatsache (vgl. Scheja/Storch : Algebra, §61): Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist selbst
wieder frei.
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(2.29) Vorbereitung: (a) Bezeichne zunédchst mit i; und jj die Inklusion

ik : By — Zx, jrp: 2k — Cg

und mit ¢ : Cy — By_1, 0).c := Okc, also
Jk—10ig—1 00}, = Ok

Beachte die exakte Sequenz

0— 2 % ¢y 25 By — 0 (*)
Weil mit C_1 auch By_1 € Cj_1 frei ist, spaltet (*). Es gibt also ein Linksinverses von jy,

I o ji, = idg,

Es ist dann auch folgende Sequenz exakt (und spaltet):

L @)F ey e)* .
0 — Hom(By_1; G) —— Hom(Cy; G) —— Hom(Zy;G) — 0.

(b) Betrachte auerdem die kurze exakte Sequenz

Prk—1

0— By_1 = Zp1 Hp_1—0 (**)

Es ist dann
0 — Hom(Hg_1; G) p?;—fh Hom(Z;_1;G) E Hom(By_1;G)
(2.30) Lemma: Es ist
im((2})*) € Z4(C; G)
(Gk—1)*(im(if_,)) € B*(C;G)
und daher induziert (0),)* einen Homomorphismus
h : Hom(By_1; G) /im(if_,) — Z"(C; G)/B"(C; G)

mit

[] = [())" ]

(o))"
Hom(By_1; G) ¢ Z5(C;G) < CF = Hom(Cy; G)
ak—1 Tk
Hom(By—1: G) m(if_;) -~~~ Z8(C;G)/BH(C; G) = HH(C; )

Beweis. (i) Fiir ¢ € Hom(By_1; G) ist

(24 0) = 8o ) = 90 3 0 Dy = 0

=0

also

im((0},)*) < Z*(C; G).
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(ii) Sei ¢ €im(if_;) € Hom(Bj_1;G), also ¢ = i} _,(¢) fir ein ¢’ € Hom(Z,_1; G), d.i.
= oiry

(d.h. ¢ : Z_1 — G ist eine Fortsetzung von ¢ : By_1 — G). Weil aber (*) spaltet (mit k — 1
statt k) existiert sogar eine Fortsetzung von ¢ auf ganz Cjyq: Ist ndmlich [, linksinvers zu
Jk—1, lk—10jk—1 =id, so setze ¢ : Cp_1 — G

Y=y ol

Dann ist:
Yo k1 0ik_1 =@ 0lk_10jp_100k_1 = .
—_————
—id
(also Y| Bg_1 = ). Es folgt:

F M=o dy =1 o i1 0ik-100, = pod, = (%) (),
also
(G)* () € BX(C;G)

O
(2.31) Vorbereitung: Weil schliefilich (**) eine freie Auflésung von Hy_1(C) ist, (denn mit, mit

Cx—1 sind auch Zj_; und By_; frei) haben wir einen (natiirlichen) Isomorphismus

P : Ext(Hy—1(C); G) — coker(if_;) = Hom(By_1; G)/im(ij_;)

Fassen wir ® und h zusammen, so erhalten wir einen natiirlichen Homomorphismus
p:=ho®:Ext(H;_(C);G) — H*(C; Q)

Es gilt nun:

(2.32) Satz: (Universelles Koeffiziententheorem). Sei (C, 9) ein freier Kettenkomplex, G eine abelsche

Gruppe und fiir jedes k € Z die Homomorphismen p und x wie in (2.31) und (2.27). Dann ist die
folgende kurze Sequenz abelscher Gruppen exakt und spaltet:

0 — BExt(Hy_1(C); G) & H*¥(C; G) & Hom(H(C); G) — 0
Beweis. (i) p injektiv: Es ist
p=hod®
wobei ® Isomorphismus ist. Also bleibt zu zeigen, dass
h : coker(if_,) = Hom(By_1;G)/im(if_,) — H*(C,Q)
injektiv ist. Sei dazu ¢ : By—1 — G Homomorphismus mit A([¢]) = 0. d.h.
0=20."(p) =pod mod BF
d.h. es existiert ein Homomorphismus ¢ : Cx_1 — G s.d.
wod), =6 1() =thody =1oju_i00,
Es ist ), surjektiv und daher:
@ =1 ojfr10ik1="i5_1(¢ojk1)€im(if_,)

Und folglich [¢] = 0.

35



Algebraische Topologie

(ii) im(p) < ker(k): Sei dazu ¢ : By_1 — G Homomorphismus und
W= o0y dh. [¢] = h([¢])
sei nun z € Z, beliebig, dann ist

(r o h)([])([2]) = w([¥D([2]) = (W], []) ={pody,2) =9 ()(2) =0

=0

(iii) ker(x) < im(p): Sei dazu ¢ € Z*, s.d. (¥, z) = 0 Vz € Z;. d.h. also [¢] € ker (k).
Beh: Jp : Br_1 — G Homomorphismus, s.d.
b =pod
Da nun (¢, z) = 0 Vz € Zj, gilt:
Jr) =vojk=0  (jr: Zk — C)

nun ist
,

0
0 — Hom(By_1; G) —— Hom(Cy; G) — Hom(Zy; G) — 0
exakt (vgl. (2.3)). Daher existiert ¢ € Hom(By_1,G) s.d. 9" () = 1, d..h.
poly =1
Also ist [¢] = [p o ;] = h([¢]) € im(h).
Da nun @ ein Isomorphismus ist, ist [¢/] im Bild von p.
(iv) x hat ein Rechtsinverses (und ist damit surjektiv). Sei dazu A : Hi(C) — G beliebig und sei
l, : Cr. — Zj,
linksinvers zu
Ik Zk = Cy
(dieses existiert, da Cj, frei ist).
Setzte dann ¢ : Cy, — G durch
pi=Aopgol (pk : Zr — Hj, kanonische Projektion)
Dann ist im(lg © Ok41) = im(0k+1) = Bk, denn
(]k o lk’Zk =1id und By < Zk)

I ist (per Definition) surjektiv.

§"(p) = podk_1 =Aopg ol 0dks1 =0
—
- P
=0

damit ist g € Z; und fiir alle z € Zj, ist:

s([e])([2]) = (v, Jk(2))
= poji(2)
= Xopgolrojr(z)
—
= Aopo(z)
—M([2)
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d.h. k() = A. Damit ist die Abbildung

r: Hom(H(C),G) — H*(C; Q)
A [Aopgoly]

ein Homomorphismus und rechtsinvers zu k.

(2.33) Kommentar: (a) Aufgrund der Spaltung erhalten wir eine Isomorphie

H*(C,G) =~ Hom(H,(C); G) ® Ext(Hy_,(C), G) (***)

(b) Die Kurze exakte Sequenz ist natiirlich, denn fiir eine Kettenabbildung f : C' — C' (C,C’ freie
Kettenkomplexe) kommutiert:

0 —— Hom(Hi_1(C); Q) LN Hom(C; G) LN Hom(Hi(C);G) —— 0

R P
/ /
0 —— Hom(Hy_1(C"); G) —— Hom(C": @) —— Hom(Hy(C"): G) —— 0
(f* jeweils induzierte Abbildung von f). Der Isomorphismus (***) ist nicht natiirlich ([Stocker /Zieschang

S. 264,/285])

(c) Ist die Homologie von (C, d) endlich erzeugt (C' frei), so kann man die Cohomologie von C' mit
Koeffizienten in G direkt berechnen, wenn G = Z, Q, R, C. Denn wenn

Hy(C) = Z" @ Tor(H(C)),

so ist wegen

Hom(Tor(H(C)),G) =0 und Hom(Z%,G) = G

zunachst

Hom(H(C),G) = G%

und andererseits

Ext(Hy_,(C), Q)

lle

0 fir G =Q,R,C
Tor(Hp—1(C)) fuirG=12

denn Ext(Zy,Z) = Z,, (vgl. (2.16) (c)).

e d.h. fir G = Q,R, C so hat die Cohomologie i.a. weniger Informationen als die Homologie,
da wir die Torsion verlieren. Sie hat nur die Bettizahlen als Dimension des G-VR.

b, 1= dimg Hk(C; G)

Insbesondere ist die Eulercharakteristik x(C') eines freien Ketten komplexes, dessen Homo-
logie endlich erzeugt ist

X(C) = Y (1) dimg H*(C; G)
k=0
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e Fiir G = Z ist die Cohomologie
H*(C) = Z" @ Tor(Hi—1(C))
Die Cobettizahl ist gleich der Bettizahl, denn
rg(H*(C)) = rg(Hy(C))
und die Torsionskoeffizienten sind auch gleich

Tor(H*(C)) = Tor(Hy(C))

(2.34) Anwendung: (In der Topologie) Der singulidre Kettenkomplex C' = S(X) (bzw S(X, A))
eines topologische Raumes (bzw. Raumpaares) ist frei. Also erhalten wir das universelle Koeffizien-
tentheorem fiir die Cohomologie von X mit Koeffizienten in G

H*(X; @) =~ Hom(H(C),G) @ Ext(Hy_1(X),G)
Analog fiir (X, A)

(2.35) Axiomatische Cohomologie: Sei G abelsche Gruppe. Kontravariante Funktoren H* : Top, —
Ab, (k € Z), natiirliche Transformationen 5& A H¥(A;G) — HM(X, A;G), so dass gilt:

(1) Homotopieaxiom: Sind f,g: (X, A) — (Y, B) homotop, f ~ g , so ist

f*=g" s HY(Y, B;G) — H(X, 4;G)
(2) Exaktheitsaxiom: Sind i: A — X und j : X — (X, A) die Inklusionen, so ist exakt:
. . 5k
o HRNX A Q) DD HRXGG) B B A G) XY, gRU(XAG)

(3) Ausscheidungsaxiom: Ist U € A< X mit U € Aund i : (X\U, A\U) — (X, A) die Inklusion,
so ist
i* H¥(X, A;G) —» H*¥(X\U, A\U; G)

ein Isomorphismus.

(4) Normierungsaxiom: Fiir den einpunktigen Raum pt gilt:

(0) firk#0

H* (pt; G) = {G fir k = 0

Auflerdem gibt es (eigentlich folgt das aus (a)-(b)) eine natiirliche lange exakte Mayer- Vietoris-Sequenz
fiir ein Ausschneidungspaar (X7, X2) von X.
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3 Das cup-Produkt

Im Folgenden sei R ein kommutativer Ring mit 1.

(3.1) Definition: Seien X und Y topologische Rédume, p, ¢ € Ny. Wir definieren dann den Produkt-
Homomorphismus

- Hom(Sp(X), R) ®r Hom(S,(Y), R) — Hom(S,(X) ® S4(Y), R)

durch
PRY—> -1

(p-t,e®d):=(p,c)-(P,d) (*)
3.2) Kommentar: (a) Erinnere, dass fiir ¢ € Hom(S,(X), R) und ¢ € S,(X) die Paarung
P P
(o Hom(Sy(X)i R) x S,(X) — R
durch
{p, ) = p(c)

gegeben war. Fiir ¢ € Sy(X) mit ¢ # p setzen wir (¢, c) = 0.
(b) Der Produkt-Homomorphismus ist R-linear. (Der induzierte Homomorphismus

Sp(X) — Hom(Hom(S),(X), R)) ist i.a. weder injektiv noch surjektiv.) Man beachte, dass auf

der rechten Seite von (*) die Multiplikation in R gemeint ist. Deshalb muss R jetzt ein (kom-
mutativer) Ring sein.

(3.3) Lemma: Sei ¢ eine p-Cokette in X und ) eine g-Cokette in y (Mit Werten in R). Dann gilt:
0(p-9) = bp- ¢+ (=1)Pp- 09

Beweis. Sei c e S;(X),d e Sj(X) mit i + j = p+ ¢ + 1. Dann ist nach Definition des Corandoperator
und des Randoperators auf dem Produktkomplex S(X)® S(Y):

Gle-v),c®@d) ={p-¢,d(c®d))

={(p-1p,0c®@d + (—1)'c® ad)

= (p,0¢) - (b, dy + (=1)p, ¢) - (1, 0d)

= 0,0y (o dy + (1) p, ) - {9, d)

= (0p -, c®d) + (=1)p,c) - (0, d) ()
Im Fall i = p und = {J¢ -, c®d) + 0 im Fall ¢ # p. Damit aber gilt (*) auch.
Daraus folgt

G- ),c@dy = G- v+ (-1)Pp- 0, c®d)
also
5(p- ) =dp-1h+ (=1)Pp- 09,

da (S(X)@S(Y))p+q+l von Elementen der Form c®d mit c€ S;(X),de; S(X)undi+j=p+qg+1
erzeugt wird. ]
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(3.4) Kommentar: Deshalb driickt sich das Produkt aus (3.1]) nun auf die zugehérigen Cohomolo-
giegruppen durch, d.h.

HP(X; R) @ HY(Y; R) — HP9(S(X) @ S(Y); R)
[pl ® [¢] = [v- ]
ist wohldefiniert und R-linear. Ist ndmlich ¢ € ZP(X; R) = ker(6?) und ¢ € Z9(Y; R), so ist ¢ - 1 ein
Cozykel in Hom(S(X) ® S(Y); R), weil
op-v) = o P+ (=1)fp- o =0
—— ——
=0 =0
Ist ¢ € ZP(X;R) und ¢ € BY(Y;R) < im(697!), so ist auch ¢ - ¢ ein Corand im Cokettenkomplex
Hom(S(X) ® S(Y); R), denn ist ¢ = dx, so ist
3((=1Ppx) = (=17 8¢+ (=) pdx =9
T
Ebenso ist fiir einen Corand ¢ und einen Cozykel ¢ die Cokette ¢ - ¢ wieder ein Corand. Deshalb ist

(*) wohldefiniert und R-linear nach dem Homomorphiesatz:

ZP(X; R)®r Z29(Y; R) ————— ZPT(S(X) @ S(Y); R)

™ X T s

HP(X;R)®@r HI(Y; R) L HPF(S(X)®S(Y); R)

a®p a-B

(3.5) Definition: Seinun Q = (Qxy : S(XxY) — S(X)@S(Y))X y eine EZ-Trafo. Fiir topologische
Raume X,Y sowie p, g € Ny definieren wir das Cohomologie—Kreuzp}’odukt auf X und Y durch

x : H*(X;R) x HY(Y;R) — H?*9(X x Y R)
[e] x [¢]: = [(¢-9) 0 Q] (*)
= Q*([¢-¥])

(3.6) Kommentar: (a) Erinnere, dass fiir eine EZ-Trafo @ der induzierte Homomorphismus Q :
Hiy(X xY)— Hp(S(X)® S(Y)) unabhéngig von der Wahl von @ war und damit auch

Q*: H*(X x Y; R) » H*(S(X) ® S(Y); R)

Vorsicht: Q* ist i.a. nicht das Dual von Q.
Fiir o = [p] und 8 = [¢] schreibt sich nun (*) wie folgt:

axf=Q(ap)
was zeigt, dass a x  wohldefiniert (und auch funktoriell) ist.

(b) Wie beim Homologie-Kreuzprodukt zeigt man nun die folgenden Eigenschaften von x:

(3.7) Satz: x hat die folgenden Eigenschaften:
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(1) x ist R-bilinear:
(ricg + roce) x B =ri(aq x B) + ra(ag x B)
a x (r1f1+r2fB2) = ri(a x Bi) + ro(a x B2)
(2) x ist funktionell: Sind f: X — X" und g : Y — Y’ stetig, so ist
(f % 9)*(a x B) = f*a x g*B,
fiir alle « € HP(X; R),5 € HY(Y; R),p,q € No;
(3) x ist assoziativ: Fiir a € HP(X; R), € H1(Y;R) und v € H"(Z; R) ist
(axB)xy=ax(Bxy)e HFTT(X xY x Z; R).
(4) x ist im Folgenden Sinne (graduiert) kommutativ: Ist £ : X x Y — Y x X die Vetauschung
(y,y) — (y,x), so ist fir « € HP(X; R),8 € H1(Y; R):
o x B = (~1)M*(8 x a)
(3.8) Vorbereitung: (a) Sei fiir einen topologischen Raum X
Ix: X >R
die 0-Cokette, die auf der Basis » ;(X) = X durch
Ix(z) = 1r

gegeben ist. (Beachte, dass R ein Ring mit Eins ist.) Dann ist 1x ein Cozyklus, denn ist o €
(X)), 0: A - X, so ist

<(5]lx,0> = <]lx,(30'> = <]lX70'(61> - 0'<60)>
= (lLx,o(e1)) — (Ix,0(e0))
=1-1
=0
Und damit 1x = 0. Wie notieren die zugehorte Cohomologieklasse mit

1X = []1)(]

(b) Sind nun 771 : X xY — X und m : X x Y — Y die natiirlichen Projektionen, so hat das
C-Keuzpodukt auch neutrale Elemente im folgenden Sinn:

()
axly =xf(a), 1x xf=m5(8),
fir o € HP(X;R),f € HI(Y; R).

(3.9) Vorbereitung: (a) Wir verallgemeinern Zunéchst die natiirliche Paarung aus Al
oy Hom(S,(X), R) x (S,(X) @ R) > R
durch
{p, Y riciy =) rilp, iy
und beobachten, dass (_, ) damit R-linear wird und nach wie vor die Corand-Rand-Formel
(mit dem Randoperator doid auf S(X)® R gilt:

(¢, 2) = {p,0®1d(c))
wo nur ¢ = y, 1;¢; eine Kette im Kettenkomplex S(X) ® R ist.
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(b) Deshalb driickt sich wie bei (2.25)) (_,_ ), nun auch zu eine Paarung
(,_):HP(X;R)®r Hy(X;R) > R

durch. Mit dieser kénnen nun Cohomologie- und Homologie-Kreuzprodukt in Zusammenhang
gebracht werden:

(3.10) Satz: Fiir zwei topologische Raume X und Y, p,q,r,s € Ny sowie a € HP(X;R),[ €
HY(Y:R),o/ € Hy(X:R), B € Hy(Y;R) gilt:

<Oé X 67 o x B/> = <OZ,O/> : <676/>
(fiir » = s und s = ¢ und Null sonst).

Beweis. Seien P = (Pxy : S(z) @ S(Y) —» S(X xY)) ., und Q = (Qxy : S(X xY) — S(z) ®

Py (SX)®R)®r (S(Y)®R) > S(X xY)®R
(re)® (r'd) — rr' - Pxy(c®¢)

Homotopieinvers zu Qf}y und damit auf Homologieniveau Py = ((P)?Y)*) vy invers zu Qy = ((Qﬁy)*) Yy
ist, insbesondere
Q* o P* - id

(vgl. (1.32)). Damit, und der Definition der Kreuzprodukte, rechne nun:
{ax B,a' x ') =(Q"(a- B),P(d/ ®B'))
= (- B,Q+P:(c’ ® B'))
::<avo/>'<67ﬂ®

O]

(3.11) Satz: (Kiinneth-Formel fiir Cohomologie) Seien X, Y topologische Raume, k € N und es gelte
(a) oder (b):

(a) HP(X) und H4(Y) sind frei von endlichem Rang fiir alle 0 < p,q < k;

(b) R ist ein Koérper und HP(X; R), H1(Y; R) sind endlich-dimensional fiir 0 < p,q < k.

Fir R = Z bzw. R ein Korper liefert dann das Cohomologie-Kreuzprodukt einen Isomorphismus

(® := ®R):

A @ HP(X;R)®HYY;R) » HY(X x Y;R)
ptq=k

a®pB—axf.
Beweis. 777 O
(3.12) Definition: Sei X ein topologischer Raum, R kommutativer Ring mit Einsund d : X — X x X

die Diagonalabbildung, = — (x,z). Fiir zwei Cohomologieklassen o € HP(X; R) und 8 € HY(X; R)
(p, q € Ng) definiert man deren cup-Produkt (Mit Koeffizienten in R)

au fB:=d"(axp)e H(X;R)
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(3.13) Satz: Das cup-Produkt
U: HP(X;R) x H(X; R) — HP*1(X; R)
ist
(i) bilinear,
(riaq +raaz) U B =ria1 U B +raz U B
a U (r1fr+r2fe) =riav i +raa v By
fiir alle 71,79 € R, v, 01, 9 € HP(X; R), 8, 1, B2 € H1(X; R);
(ii) natiirlich, d.h. fiir ein stetige f : X — Y ist
fflavp)=flfau f*8
fir « € HP(X;R),f € H1(X; R);

(iii) assoziativ, also
(@up)uy=av(Bu9)
fir « € HP(X; R), 8 € HI(X;R) und v € H'(X; R);

(iv) das Element 1x € H°(X; R) ist neutral,
lyva=a=auly
fiir alle « € HP(X; R) und p € No;

(v) kommutativ in folgendem Sinn:
pua=(-DMaup,

fir o € HP(X;R),f € H1(X; R).
Beweis. 777 O

(3.14) Kommentar: (a) Fiihrt man fiir X und R den R-Modul H*(X : R) als direkte Summe
H*(X;R):= (P H*(X;R)
keNg

ein, so wird H*(X; R) mit dem Cup-Produkt (genauer dessen bilineare Fortsetzung) zu einer
kommutativen graduierte R-Algebra mit 1. Mit (3.11)) (b) wird auch fiir ein stetiges f: X —» Y
das induzierte

f*+H*(Y;R) -> H*(X;R)
zu einem R-Algebra-Homomorphismus und mit der Kategorie Alg R der kommutativen gradu-

ierten R-Algebren mit 1
H*(_;R):Top — Alg_

zu einem kontravarianten Funktor.

(b) Auf dem graduierem R-Modul der Homologie

H«(X;R) = @ Hp(X;R)
keNg

gibt es eine solche Produktstruktur i.a. nicht.
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