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Aufgabe 1: (2 Punkte) Es seien (an)n∈N ⊂ R und (bn)n∈N ⊂ R Folgen mit limn→∞ an =
a ∈ R und limn→∞ bn = b ∈ {±∞}. Zeigen Sie, dass auch die Summe (an + bn)n∈N und für
a 6= 0 das Produkt (anbn)n∈N im uneigentlichen Sinne konvergieren.

Welche der beiden Aussagen gilt im allgemeinen auch für den Fall limn→∞ an ∈ {±∞}
(ohne Beweis)?

Aufgabe 2: (2 Punkte) Die Folge (an)n∈N ⊂ R sei rekursiv definiert durch a1 = 5 und

an+1 =
2

an
+

an
2

.

Zeigen Sie

(a) an ≥ 2 für alle n ∈ N (z.B. mittels Induktion)

(b) (an)n∈N ⊂ R ist monoton fallend.

(c) (an)n∈N ⊂ R ist konvergent.

Wie lautet der Limes limn→∞ an?

Aufgabe 3: (2 Punkte) Es sei

K :=

{
f : z → Z(z)

N(z)
| Z und N sind Polynome ohne gemeinsame Nullstelle

}
.

Der Definitionsbereich der Elemente von K ist jeweils der maximale Definitionsbereich in
R.

Auf K lassen sich Addition und Multiplikation definieren indem man regulär die Funktionen
addiert bzw. multipliziert und anschließend vollständig kürzt um dafür zu sorgen, dass Z
und N keine gemeinsamen Nullstellen haben. Dadurch wird K zum Körper. Was sind die
neutralen Elemente des Körpers? Wie lauten die inversen Elemente? Die weiteren Axiome
folgen direkt aus den Eigenschaften von Addition und Multiplikation und müssen nicht
gezeigt werden.

Zeigen Sie, dass durch f(z) = amzm+am−1zm−1+...a0
bnzn+bn−1zn−1+...b0

∈ K+ ⇔ am
bn

> 0 auf K eine Anordnung
definiert ist. Zeigen Sie, dass das archimedische Axiom auf K nicht gilt.



Aufgabe 4: (2 Punkte) Zeigen Sie: Eine streng monoton steigende Folge (an)n∈N ⊂ R
hat niemals ein Maximum, d.h. es gibt kein C ∈ R mit C ≥ an für alle n ∈ N so dass ein
m ∈ N existiert mit am = C.

Wie sieht es bei einer streng monoton steigende Folge mit dem Minimum aus? Wie ist die
Situation bei streng monoton fallenden Folgen?
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