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Name, Vorname:..........................................................

Matrikelnummer:.........................................................

Studiengang:..................................................................

Für Studierende der Physik: Wo wurde die Studienleistung erworben (falls nicht bei uns)

..........................................................................................

1 2 3 4 5 Σ

1



Aufgabe 1: Es sei Ω 6= ∅ eine endliche Menge.

Es sei D ⊂ P(Ω) gegeben durch A ∈ D ⇔ |A| oder |Ac| ist Vielfaches von 3.

Für welche Werte von |Ω| ist D ein Dynkin-System? Beweisen Sie Ihre Aussage.

Lösung: Da |∅| = 0 ist gilt, dass ∅ und Ω immer in D enthalten sind. Falls |Ω| = 1 oder |Ω| = 2
gibt es keine weiteren Mengen in D. Für beide Fälle ist D also ein Dynkin-System.

Die Eigenschaft, “|A| oder |Ac| is Vielfaches von 3” ist unter Komplementbildung erhalten. Da-
durch ist für jedes A ∈ D auch Ac ∈ D.

Falls |Ω| Vielfaches von 3 ist, so gilt |A| ist Vielfaches von 3 ⇔ Ac ist Vielfaches von 3. Für
beliebige, disjunkte Aj ∈ D ist also |Aj | jeweils vielfaches von 3, somit ist auch die disjunkte
Vereinigung der Aj vielfaches von 3 und somit Element von D. Somit ist, falls |Ω| Vielfaches von
3 , D ein Dynkinsystem.

Sei nun |D| kein Vielfaches von 3 und grösser als 3, also a) |Ω| = 3k + 1 oder b) |Ω| = 3k + 2
für k ≥ 1. Dann ist jedes A ⊂ Ω mit |A| = 1 bzw |A| = 2 ein Element von D. Für k 6= 0 gibt es
mindestens zwei disjunkte solcher Mengen. Die disjunkte Vereinigung zweier solcher A′s hat dann
2 bzw. 4 solcher Elemente.

Eine zweielementige Menge (vierelementige bzw. Menge im zweiten Fall) kann jedoch kein Element
von D sein, da die Elentzahl kein Vielfaches von 3 ist und das Komplement 3k − 1 (bzw. 3k − 2)
Elemente hat. Damit ist D kein Dynkin-System.

Die Antwort lautet also |Ω| ∈ {1, 2} ∪ {3k mit k ∈ N}

Aufgabe 2: Gegeben seien zwei unabhängige Zufallsgrößen X,Y : Ω → [0, 1], die jeweils auf
dem Intervall [0, 1] gleichverteilt sind.

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von X + Y und Y X3.

Lösung: x+ y ≤ a⇔ x ≤ a− y.

1. Fall: a ≤ 1. Die günstige Menge ist also das entsprechende Dreieck mit Ecken (0, 0), (0, a), (a, 0).

Disese hat die Fläche a2

2 .

2. Fall: 1 < a < 2 : Dann hat man als Ergebnis das ganze Quadrat minus dem Dreieck mit den
Ecken (1, 1), (a− 1, 1), (1, a− 1). Das hat eine Fläche von 1− (2− a)2/2 = −1 + 2a− a2/2.

Die Verteilungsfunktion von XY 3 erhält man durch Betrachtung von xy3 ≤ a, d.h. x ≤ a/y3.
Dies ist der schraffierte Bereich in fomgender Zeichnung:

Dieser besteht aus dem Rechteck mit Basis der Länge 3
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Aufgabe 3: Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert µ und endlicher Varianz σ2. Sei
k > 0.

(a) Zeigen Sie, dass für alle λ ∈ R

P (X − µ ≥ k) = P (X − µ+ λ ≥ k + λ)

und mit Hilfe der Markov-Ungleichung, dass

P (X − µ ≥ k) ≤ σ2 + λ2

(k + λ)2
∀λ ∈ R

(b) Zeigen Sie die Gültigkeit der sogenannten Cantelli-Ungleichung:

P (X − µ ≥ k) ≤ σ2

k2 + σ2

(c) Zeigen sie nun, dass :

P (|X − µ| ≥ k) ≤ 2σ2

k2 + σ2
.

Für welche Werte von k ist diese Ungleichung schärfer als Tschebyscheff- Ungleichung?

Lösung:

(a) Die Verschiebung ist eine Äquivalenzumformung, also ist X − µ ≥ k die selbe menge wie
X − µ+ λ ≥ k + λ.

Markov mit zweiter Potenz ergibt

P (X − µ+ λ ≥ k + λ) ≤ E
(
(X − µ+ λ)2

)
/(k + λ)2

Es ist E
(
(X − µ+ λ)2

)
= V arX+2λE (X − µ)+λ2. Da E (X − µ) = 0 folgt die Behauptung.

(b) Es gilt zu zeigen, dass es ein λ gibt, so dass

σ2 + λ2

(k + λ)2
≤ σ2

k2 + σ2

Dann folgt mit (a) die Aussage.

Wir suchen das Minimum von σ2+λ2

(k+λ)2 als Funktion von λ. Diese erhält man durch Ableiten

des Ausdrucks nach λ und Nollsetzen des Zählers:

2λ(k + λ)2 − 2(σ2 + λ2)(k + λ) =0 |: 2(k + λ)

λ(k + λ)− (σ2 + λ2) =0

λk + λ2 − σ2 − λ2 =0

λ = σ2/k.

Dieses λ eingesetzt ergibt

σ2 + λ2

(k + λ)2
= σ2 1 + σ2

k2

(k2 + σ2)/k2

Erweitern mit k2 und Kürzen ergibt
σ2

k2 + σ2



(c) Es sei Y = −X dann erhält man wegen (b)

P (Y − µY ≥ k) ≤ σ2

k2 + σ2

Da der Erwartungswert von Y gleich minus der Erwartungswert von X ist, ergibt das

P (−X + µ ≥ k) ≤ σ2

k2 + σ2

Zusammen mit b) folgt

P (|X − µ| ≥ k) ≤ 2σ2

k2 + σ2
.

Tschebyscheff ergibt als Abschätzung σ2

k2 = 2σ2

2k2 .

Falls also σ2 > k2 ist, so ist die Ungleichung in c) besser als Tschebyscheff. Dies bedeutet
|σ| > |k|.

Aufgabe 4: Gegeben sei ein Laplace-Würfel, den sie unendlich oft werfen. Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Zahl 6 unendlich oft geworfen wird? Beweisen Sie Ihre Aussage.

Lösung: Wir betrachten das Gegenereignis, also das Ereignis A, dass nur endlich oft eine 6
geworfen wird. Es gilt zu zeigen, dass P (A) = 0.

Sei An das Ereignis dass nach n Würfen keine 6 mehr erscheint. Es ist A = ∪∞n=1An . somit ist
P (A) ≤

∑∞
j01 P (An).

Sein nun für n < m Amn das event, dass bei m-maligen Würfen ab dem n-ten Wurf keine 6 mehr

vorkommt. Es ist An ⊂ Amn für alle m, also P (An) ≤ P (Amn ) ≤
(
5
6

)m−n
. Da dies für alle m gilt

und die rechte seite für m→∞ gegen Null strebt, ist P (An) = 0, somit ist P (A) = 0.

Aufgabe 5: In Ihrem Besitz befanden sich einst zwei Münzen, von denen eine eine Laplace
Münze war, die andere mit der Wahrscheinlichkeit 3/4 “Kopf” ergab.

Sie habe eine dieser Münzen wieder gefunden und möchten herausfinden, um welche der beiden
Münzen es sich wohl handelt. Dazu werfen Sie die Münze 100-mal.

Formulieren Sie einen entsprechenden Hypothesentest mit der Vorgabe, dass Sie die Annahme,
es handle sich um eine Laplace-Münze, fälschlicher Weise nur mit einem Fehler von maximal 5%
verwerfen (α-Fehler).

Bestimmen Sie den β-Fehler.

Wie können sie es erreichen, dass sich α- und β- Fehler gleichzeitig im Wert verringern.

Lösung: Für die Hypothese “p = 1/2” ist µ1 = 50 und σ1 =
√
npq = 5. Für die Hypothese

“p = 3/4” ist µ2 = 75 und σ2 =
√

300/16 ≈ 4, 33.

Wir haben einen einseitigen Test. Für α = 5% ist also die Abweichung von 1, 64σ ≈ 8 relevant. Der
Ablehnungsbereich der Hypothese “Laplace” ist also [59, 100]. Der Ablehnungsbereich der anderen
Hypothese ist [0, 58].

Der Abstand zwischen µ2 und 58 beträgt 17. Dies entspricht mehr als 3 Standardabweichungen.
Der β-Fehler liegt also unter 1, 5%.

Beide Fehler können gleichzeitig verkleinert werden, indem man die Zahl der Stichprobe bei gleich-
bleibender Wahl des Ablehnungsbereiches der ersten Hypothese erhöht.

Tabellenwerte für die Verteilungsfunktion y = VN (0,1)(x) der Standard-Normalverteilung



x 1/2 1 1,64 2 3
y 0,69 0,84 0,95 0,975 0,9986


