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Aufgabe 34. Sei X ein (nicht-leerer) CW-Raum und Z eine Zellzerlegung für X.
(a) Zeigen Sie, dass Z zumindest eine 0-Zelle hat. (Hinweis: Jede Zelle besitzt eine charakte-

ristische Abbildung.)

(b) Zeigen Sie: Ist K ⊆ X kompakt, so trifft K nur endlich-viele Zellen von Z. (Hinweis: Ein
Teilraum, der jede Zelle in höchstens einem Punkt trifft, hat die diskrete Topologie.)

Aufgabe 35. Seien n ∈ N und d ∈ Z beliebig. Zeigen Sie, dass es ein stetiges f :Sn → Sn mit
deg(f) = d gibt. (Hinweis: Vollständige Induktion über n mit Induktionsanfang Aufgabe 19.
Setzen Sie beim Induktionsschritt ein stetiges f :Sn−1 → Sn−1 vom Grad d zunächst homogen
zu f ′: (Bn,Sn−1)→ (Bn,Sn−1) fort und benutzen Sie dann, dass Sn ∼= Bn/Sn−1 ist.)

Aufgabe 36.
(a) Sei n ∈ N und X das Bukett von zwei n-dimensionalen Sphären S1

∼= Sn und S2
∼= Sn,

X = S1∨S2, sowie ιj:Sj → X (j = 1, 2) die natürlichen Inklusionen, so dass also Hn(X) ∼=
Z ⊕ Z frei von (ι1)∗([S1]) und (ι2)∗([S2]) erzeugt wird (und [S1] und [S2] Orientierungen
auf S1 und S2 sind). Sei weiter [Sn] eine Orientierung auf Sn. Zeigen Sie (mit Hilfe von
Aufgabe 35), dass es ein stetiges h:Sn → X gibt mit

h∗([Sn]) = (ι1)∗([S
1]) + (ι2)∗([S2]).

(b) Zeigen Sie nun, dass es für alle n, r ∈ N, einer beliebigen Orientierung [Sn] auf Sn und
einem beliebigem Element α ∈ Hn(X), wo X ein Bukett aus r Sphären der Dimension n
ist, X = S1 ∨ · · · ∨ Sr, eine stetige Abbildung f :Sn → X gibt mit

f∗([Sn]) = α.

Aufgabe 37. Sei n ∈ N und G eine beliebige abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass es einen
wegzusammenhängenden Raum X gibt mit Hk(X) = 0, für alle k ∈ N \ {n}, und Hn(X) = G.
(Hinweis: Wählen Sie Erzeuger (αi)i∈I und Relationen (βj)j∈J für G. Kleben Sie dann an Y :=∨

i∈I Sn für jedes j ∈ J eine (n + 1)-Zelle en+1
j via einer Klebeabbildung fj:Sn → Y an Y an,

die (fj)∗([Sn]) = βj (mit einer Orientierungswahl [Sn] auf Sn) erfüllt (siehe Aufgabe 36):

X = Y ∪ (
⋃
j∈J

en+1
j ).
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