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Préasenzblatt

Dieses Blatt wird in der ersten Ubungseinheit besprochen.

Sei K ein Korper. Ein affiner Unterraum L C K" hat zwei mogliche Beschreibungen
e Durch lineare Gleichungen:
L={zeK"| Az +b=0} mit A € K™*" eine Matrix.
Der assoziierte Untervektorraum zu L ist denn
Ly={x e K"|Axr =0} = Ker A

Normalerweise (z. B. in Ubungen oder in der Priifung) wollen wir eine minimale
Menge von Gleichungen, also n — k Gleichungen, wobei k£ = dim L. Das bedeutet
dass A eine (n — k) x n Matrix mit Rang n — k ist.

e Durch eine Parametrisierung:
L={tiv; + -+ tgvp + P|t1,...,tx € K}, mit v1,...,v, € K" und P € L
Der assoziierte Untervektorraum zu L ist denn
Lo ={tijv1 + -+ tpvp + P ty,... tx € K}

Normalerweise (z. B. in Ubungen oder in der Priifung) wollen wir eine minimale
Parametrisierung, was bedeutet, dass die uq,...,u; eine Basis von Lg sind, so
dass k = dim Ly = dim L.

Wenn wir eine Darstellung durch Gleichungen haben, ist es einfach, eine minimale Menge
von Gleichungen durch das Gaufi-Algorithmus zu erhalten

Von Gleichungen zu minimale Gleichungen: Sei L = {Ax + b} = {Ax = —b}. Wir
kénnen eine minimale Menge von Gleichungen fiir L wie folgt finden:

1) Wir bringen die Matrix (A| —b) mit elementaren Zeilenumformungen in einer Matrix
(A’| = V) in (reduzierte) Zeilenstufenform.

2) Wir kénnen Rang(A’) und Rang(A’| — V') berechnen. Wenn Rang(A’) # Rang(A’| —
b'), dann L = () und wir sind fertig.

3) Wenn Rang(A’) = Rang(A’|—V'). Dann dim L = n—Rang A, und L = {A'z+b = 0}
ist eine Beschreibung von L durch eine minimale Menge von n — dim L Gleichungen.

Aufgabe 1: Finden Sie eine minimale Menge von Gleichungen fiir den affinen Unterraum

201+ 20 +23—24—1 =0
L=<x1+3z0+23+24—1 =0 CR*
3r1 + 3x9 + 223 — 2 =0

Loésung: Wir bringen die erweiterte Matrix in Zeilenstufenform:
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211 -1 ] 1 1 31 1 | 1\ z2-22-22z1 (1 3 1 1 | 1
131 1 | 122211 -1 | 1) 2283 0 5 -1 -3 | -1
342 0 | 2 342 0 | 2 0 -5 -1 -3 | -1
1 3 1 1 | 1
7Z3—73—272 0 -5 -1 -3 ‘ _1
00 0 0 | O

Wir sehen dass der Rang mit oder ohne der letzten Spalte immer 2 ist. Das bedeutet dass
dim L =4 — 2 =2 und dass

I - r1+3x2+ax3+x4—1 =0
- —5$2—$3—3$4+1 =0

eine minimale Beschreibung von L durch Gleichungen ist.

Von einer Parametrisierung zu einer minimale Parametrisierung: Sei L = {t;v1+
<o+ tgvg + Plt; € K}. Wir finden eine minimale Parametrisierung wie folgt:

1) Wir betrachten die Matrix C' = (vq]...|vy) € K™*, die die v; als Spaltenvektoren
hat.

2) Wir bringen die Matrix C' mit elementare Zeilenumformungen in einer Matrix C’ in
Zeilenstufenform. Insbesondere r = Rang(C’) = dim L.

3) Wenn C’ pivots in den Spalten ji,...,j, hat, dann sind vj,,...,v;, eine Basis von
Ly, so dass

L ={tjvj, +---+t;.t;, + Pltj,....t; € K}

eine minimale Parametrisierung von L ist.

Aufgabe 2: Sei

1 4 3 -1
L=<t |2 +t2|B]|+t3[3]+]-1 cQ?
3 6 3 -1

Finden Sie eine minimale Parametrisierung von L.

Losung: Wir anwenden das Algorithmus

1 4 3\ z2-z2-221 1 4 3 1 4 3
9 5 3 Z3—2Z3-3Z1 0 -3 -3 Z3—73—222 0 _3 -3
3 6 3 0 -6 —6 0O O 0

Diese Matrix ist in Zeilenstufenform und hat Pivots in der Spalten 1 und 2. Das zeigt dass
dim L = 2 und dass
1

4
21,159
3 6

eine Basis von L ist. Insbesondere bekommen wir eine minimale Parametrisierung von L

1 4 -1
L={t;|2|+t[B]+[-1]|}c@Q?
3 6 1
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Wir werden nun zwei Methoden vorstellen, um mit Hilfe des Gaufl-Algorithmus von ei-
ner Darstellung zur anderen zu wechseln. Es ist wichtig zu beachten, dass die von uns
vorgestellten Methoden nur zwei der moglichen Methoden sind. Insbesondere im Fall von
Geraden in K? war die “Brute Force” eine Methode, die funktionierte. Diese Methode ist
in anderen Fillen zu kompliziert, so dass von ihrer Anwendung abgeraten wird.

Von Gleichungen zu einer Parametrisierung: Sei L = {Ax +b = 0} = {Az = —b}.
Wir kénnen eine minimale Parametrisierung von L wie folgt finden:

1) Wir bringen die Matrix (A|—b) mit elementaren Zeilenumformungen in einer Matrix
(A’] = V') in reduzierte Zeilenstufenform.

2) Wir kénnen Rang(A’) und Rang(A’| — ') berechnen. Wenn Rang(A’) # Rang(A’| —
b'), dann L = () und wir sind fertig.

3) Wenn Rang(A’) = Rang(A’| —¥'), dann P = —b' ist ein Punkt in L und L selbst hat
Dimension k = n — Rang(4’).

4) Wir verwenden die Gleichungen A’z = 0, um die Variablen x;, die den Pivots von
A’ entsprechen, in Form der anderen Variablen zu schreiben.

5) Dies ergibt eine Basis v1,...,v; von Ly = {Az = 0}.

6) Wir haben eine minimale Parametrisierung L = {tjv1 + - - - + tgvr + P | t; € K}

Aufgabe 3: Finden Sie eine minimale Parametrisierung fiir den affinen Unterraum

T1+x9+x3—24— 1 =0
L={ zi—xy+x3+a4—1 =0pCQ?
3r1+x2+3r3—24—3 =0

Losung: Wir anwenden das Algorithmus

1 1 1 -1 | 1\ 2z2522-21 (1 1 1 -1 | 1
A-b)=[1 -1 1 1 | 1| 222220 20 2 | 0
3 1 3 -1 | 3 0 -20 2 |0
1 1 1 -1 ] 1 . 111 -1 |1
_ Z2——3572
Z3Z3Z22 g 9 g 2 | o) 2% o001 0 —1 | 0
00 0 0 |0 000 0 | O
101 0 |1
Zl—)Zl—Z2010_1|O
000 0 | O

Diese Matrix ist in reduzierter Zeilenstufenform mit Pivots in den Spalten 1 und 2. Wir
schreiben das lineare System, das dieser Matrix entspricht, und wir schreiben die Variablen
x1, T2 durch die anderen

r1+x3 =1 ry, =-—xr3+1
—
ro—x4 =0 To =4
So dass x € L genau dann, wenn

x —x3+1 -1 0 1
c= 72| = T4 — 0 . 1 n 0
oz | T3 R B o 0
T4 T4 0 1 0
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Insbesondere ist

[y
_= o = O

eine Basis vom assoziierten Untervektorraum L.

Von einer Parametrisierung zu Gleichungen: Sei L = {tjv; +- -+t v+ P |t; € K}.
Wir finden eine minimale Beschreibung von U durch Gleichungen wie folgt:

1) Wir betrachten die Matrix C' = (vq]...|vy) € K™* die die v; als Spaltenvektoren
hat. Wir betrachten ¢ = (t1,...,t;)7 € KF*! als ein Spaltenvektor von Variabeln.
Dann

L ={x|Ct+ P =z fiir ein t € K*} = {2|Ct = 2 — P hat eine Losung ¢t € K*}

2) Wir betrachten die erweiterte Matrix (C|x — P) und wir bringen sie mit elementare
Zeilenumformungen in einer Matrix (C’|z") womit C” Zeilenstufenform hat. Die Ma-
trix C’ hat Rang(C’) = dim L und die erste Rang(C") Zeilen von C” sind nicht null,
alle andere sind null.

3) Eine minimale Menge von Gleichungen fiir L erhilt man, indem man die letzten
(n—rk(C"))-Eintrige von 2’ auf Null setzt. Dies sind die Eintriige, die den Nullzeilen
von C’ entsprechen.

4) Als Nebenprodukt kénnen wir auch eine Basis von Ly finden: wenn C” Pivots in den
Spalten ji,...,j, hat, dann sind die urspriinglichen Vektoren v;,,...,v;, eine Basis
von L.

Aufgabe 4 Finden Sie eine minimale Beschreibung durch Gleichungen fiir den affine
Unterraum

1 1 21 0

0 1 ) 1 4
L=<t 1 + 12 1 + 13 0 + — ’tiE(C cC

2 1 31 0

Lésung: Wir wenden die elementare Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix an

11 20 | = 1 1 2 | 1
-\ 23-23+21 .
1 i | wo—i| zaszisszn |0 1 @ | mp—i
-1 1 0 | a3+ 0 2 20 | z1+ax3+1
2 1 3i | T4 0 -1 —i | —2z1+a4
11 2i | a1
73—23-272 ,
zaszatze [0 1 1 | To — 1
0 0 O ‘ r1 — 229 + a3+ 318
00 0 | —2z14+z2+x4—1

Sei C” diese Matrix ohne die letzte Spalte. Die Matrix C” ist in Zeilenstufenform, Rang(C”’) =
2, und die letzte 2 Zeilen von C’ sind null. Das bedeutet dass eine minimale Menge von
Gleichungen fiir L ist
r1—2x9+x3+31 =0
L= .
—2r1+x9+aT4—1 =0
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Diese Methoden kénnen auch zur Losung anderer Probleme verwendet werden, z. B.

Durchschnitt zweier affinen Unterridume: Beispiele 1.2.23, 1.2.24, 1.2.25 im Skript.

Der affine Unterraum, der durch zwei Unterrdume erzeugt wird: Proposition
1.2.33, Beispiel 1.2.34 und Beispiel 1.2.35 im Skript.




