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Die Losungen sollten auf URM hochgeladen werden. Abgabetermin: 10.12, 16:00.
Bitte begriinden Sie Ihre Losungen und zeigen Sie Thre Argumentation auf.

Bitte notieren Sie Ihren Namen und Thre Immatrikulationsnummer an. Wenn Sie die Aufgaben in
einer Gruppe einreichen, reicht es aus, wenn eine Person die Aufgaben fiir die ganze Gruppe
hochladt.

Aufgabe 7.1 ( 2 Punkte) Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum, mit dim V' < oo
und seien M; C My C P(V') zwei projektive Unterrdume. Zeigen Sie das folgende einfache,
aber sehr wichtige Prinzip:

dim M; < dim Ms mit Gleichung genau dann, wenn M, = Ms

Aufgabe 7.2 (2 + 3 + 4 + 4 Punkte) Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum.

(i) Seien P, P, € P(V) verschiedene Punkte. Zeigen Sie, dass L(P;, P») die einzige
projektive Gerade die P;, P» enthilt ist.

(ii) Sei H C P"*(K) eine projektive Hyperebene. Seien (ag, ..., a,) € K"\ {0}. Zeigen
Sie, dass
H ={[zo,...,zs) € P"(K)|aoxo+ -+ anxy, = 0}

eine projektive Hyperebene ist. Andererseits, zeigen Sie, dass alle projektive Hyper-
ebenen in P"*(K) diese Form haben.

(iii) Welche der folgenden Punkte der projektiven Ebene P?(R) stimmen iiberein?
Ql = [17 17 1]7 Q2 = [_17 17 ]-]7 Q3 = [37 _373]7 Q4 = [07 17 1]7 Q5 = [27272]7 QG - [_47 _47 _4]

(iv) Seien Q1,... Q¢ wie oben. Finden Sie Gleichungen fiir alle die Geraden L(Q;, Q;), Q; #
Qj-

Aufgabe 7.3 (3 + 3 + 5 4+ 3 + 3 + 3 + 5 Punkte) Sei K ein Kérper und n > 1.
Wir betrachten ein projektiver Unterraum M C P™(K). Die folgenden Konsequenzen der
Dimensionsformel sind sehr niitzlich

(i) Sei P € P*(K). Zeigen Sie, dass

dim M, falls P € M

dim L(M, P) =
( ) {dimM +1, fallsP¢ M

(ii) Sei H C P™*(K) eine projektive Hyperebene. Zeigen Sie, dass

i -
dim M AH — dim M, falls M C H
dimM -1, falls M ¢ H

Wir wollen zwei geometrische Anwendungen zeigen. Zwei projektive Geraden L, Lo C
P™(K) heiBen koplanar wenn es eine projektive Ebene IT C P"*(K) gibt, die beide enthilt.



Blatt 7

(iii) Zeigen Sie, dass zwei verschiedene projektive Geraden Lj, Ly C P"(K) koplanar sind,
genau dann, wenn Ly N Ly # (). In diesem Fall zeigen Sie, dass L(Ly, Ly) die einzige
projektive Ebene ist, die beide enthélt.

Seien nun Ly, Ly C P3(K) zwei projektive Geraden, so dass Ly N Ly = (), und sei P €
P3(K) \ P, U P,. Wir wollen zeigen, dass es eine einzige Linie R gibt, die P enthilt und
sowohl L1, Lo schneidet

(iv) Zeigen Sie, dass II; = L(L;, P),i = 1,2 die einzige projektive Ebenen sind, so dass
Pell;, L; CII,.

(v) Zeigen Sie, dass II; # Ils.
(vi) Zeigen Sie, dass R = II; N IIy eine Gerade ist, die koplanar zu beide L;, Lo ist.
(vii) Zeigen Sie, dass R die einzige Gerade ist,so dass P € R, RN Ly # (0, RN Ly # .

Die ganze Aufgabe kann rein projektiv-geometrisch gelost werden, man muss die Un-
terrdume nicht in der Form P(W) schreiben und dann mit W arbeiten. Wenn Sie das tun
wollen, ist das natiirlich in Ordnung.



