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Die Losungen sollten auf URM hochgeladen werden. Abgabetermin: 25.06, 16:00.
Bitte begriinden Sie Ihre Losungen und zeigen Sie Thre Argumentation auf.
Bitte notieren Sie Ihren Namen und Thre Immatrikulationsnummer an. Wenn Sie die Aufgaben in
einer Gruppe einreichen, reicht es aus, wenn eine Person die Aufgaben fiir die ganze Gruppe
hochladt.

Aufgabe 1 (3+3+4 Punkte)

(i) Wir betrachten das Parallelogram P in R? mit Eckpunkten in (§),(§), (“5?), (%),
womit a # 0,d # 0. Sei A(P) der Fliacheninhalt von P. Zeichnen sie eine Skizze und

zeigen Sie, dass
det (¢ 7)) = acp)
0 d)|

cosf —siné
Ro = <sin0 cos 6 >
die Matrix, so dass Lg,: R? — R? die Drehung um den Winkel 6 ist. Sei M € R?**?
eine beliebige Matrix. Zeigen Sie, dass

(ii) Sei 0 € [0,27) und sei

det(RpM) = det(M)

(iii) Seien (%), (%) € R? linear unabhéingig und sei P ein Parallelogram in R? mit Eck-
punkten in (J), (%), (gjrrg) , (%) und sei A(P) der Flicheninhalt von P. Zeichnen
Sie eine Skizze und Zeigen Sie, dass

‘det <CC‘ 2) ‘ — A(P)

(Hinweis: Sie konnen verwenden, dass eine Drehung den Flécheninhalt nicht veréndert).

Diese Aufgabe zeigt dass die Determinante einer 2 x 2 reelle Matrix eine Art von “Fldcheninhalte
mit Vorzeichen ist”. Dies kann auf n x n-Matrizen verallgemeinert werden um zu zeigen,
dass die Determinante ein “Volumen mit Vorzeichen” ist.

Aufgabe 2 (3+2+5 Punkte) Sei K ein Kérper und sei f(z) = Y_7_,axz® € K[z] ein
Polynom. Fiir eine Matrix A € K" definieren wir die Matrix f(A) € K™*" durch

F(A) =) ap- A
k=0

wobei A? = I, gelte.

(i) Seien A, B € K"*" zwei &hnliche Matrizen, so dass N € GL,(K) existiert, mit
A= NBN™!. Zeigen Sie, dass

Ak = NBFN-T fiir alle k > 0
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(ii) Seien A, B wie oben und sei f(z) € K[z] ein Polynom. Zeigen Sie, dass
f(A)=NfB)N!
Zeigen Sie danach, dass f(A) = 0 genau dann, wenn f(B) = 0.

(iii) Wir wissen, dass zwei dhnliche Matrizen die selbe Spur und die selbe Determinante
haben. Sei A € K. Zeigen Sie, dass die zwei Matrizen

=03 =63

nicht dhnlich sind, obwohl sie die gleiche Spur und Determinante haben.

Aufgabe 3 (10 Punkte) Fiir jedes t € Q sei A; € Q*** die folgende Matrix:

1 0 -1 2
t 1 24¢ 0
Ar = 1—t -1 -2 1
1 1 -1 ¢

Berechnen sie fiir jedes t € Q die Determinante det(A;) und den Rang rk(A;).

Aufgabe 4 (5+5 Punkte) Sei f(z) € R[z] ein Polynom f(z) = Y_}_, axz”. Die Ableitung
von f ist

(i) Sei n > 1. Zeigen Sie, dass die Ableitung eine lineare Abbildung

d J .
E;:]Rhﬂﬁn—ﬁlghﬂgn,fké g;(f)zigg

ergibt.

(ii) wir betrachten die lineare Abbildung 4 : K[z]<s — K[z]<¢ und die Monomialbasis
B=(1,z,...,25) von K[r]<s. Berechnen Sie die Determinante der Matrix ME(%)

Zusatzaufgabe (Freiwillig, wird nicht benotet oder korrigiert) Sei K ein Koérper und
seien aq,...,a, € K. Fir n > 0, sei

1 1 1
aq (&%) Qp,
a2 a2 042 nxn
VTalw..,an): 1 2 e n eK
n—1 n—1 n—1
@ Qg Qp
die Vandermonde Matrix von a1, ..., ay,. Zeigen Sie, dass
det Viar,...,an) = [ (05— )
1<i<j<n
Insbesondere, ist V(ay,...,ay) invertierbar genau dann, wenn die «; paarweise verschie-

dene sind.




