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Die Lösungen sollten auf URM hochgeladen werden. Abgabetermin: 04.06, 16:00.
Bitte begründen Sie Ihre Lösungen und zeigen Sie Ihre Argumentation auf.

Bitte notieren Sie Ihren Namen und Ihre Immatrikulationsnummer an. Wenn Sie die Aufgaben in

einer Gruppe einreichen, reicht es aus, wenn eine Person die Aufgaben für die ganze Gruppe

hochlädt.

Aufgabe 1 (3+3+4 Punkte) Wir Betrachten den R-Vektorraum V = R3.

(i) Seien v1 =
(

1
1
−1

)
, v2 =

(
3
2
1

)
. Ist (v1, v2) ein Erzeugendensystem von V ? Linear

unabhängig? Eine Basis?

(ii) Seien v1 =
(

1
0
−1

)
, v2 =

(
0
1
0

)
, v3 =

(
1
1
0

)
, v4 =

(
0
1
1

)
. Ist (v1, v2, v3, v4) ein Erzeugen-

densystem von V ? Linear unabhängig? Eine Basis?

(iii) Seien v1 =
(

1
1
1

)
, v2 =

(
0
2
3

)
, v3 =

(
1
4
5

)
. Ist (v1, v2, v3) ein Erzeugendensystem von

V ? Linear unabhängig? Eine Basis?

Aufgabe 2 (5+5 Punkte) Sei K ein Körper und sei V ein K-Vektorraum. Seien auch
U = ⟨u1, . . . , un⟩ und W = ⟨w1, . . . , wm⟩ zwei endlich erzeugte Untervektorräume, mit
ui, wj ∈ V .

(i) Zeigen Sie, dass U +W = ⟨u1, . . . , un, w1, . . . , wm⟩.

(ii) Nehmen wir an dass (u1, . . . , un) eine Basis von U ist und dass (w1, . . . , wm) eine
Basis von W ist. Ist (u1, . . . , un, w1, . . . , wm) eine Basis von U +W?

Aufgabe 3 (3+5+2 Punkte) Sei n ≥ 1 und sei V = Q[x]≤n =
{∑n

i=0 aix
i | ai ∈ Q

}
der

Q-Vektorraum von alle Polynome mit Koeffizienten in Q und Grad kleiner oder gleich als
n. Für f(x) =

∑n
i=0 aix

i ∈ V sei

f(−x) =

n∑
i=0

ai(−x)n =

n∑
i=0

(−1)iaix
i ∈ Q[x]

das Polynom dass wir bekommen wenn wir x durch −x ersetzen. Ein Polynom f heißt
gerade, falls f(−x) = f(x) und ungerade falls f(−x) = −f(x). Wir definieren

V + = {f(x) ∈ Q[x] | f(−x) = f(x)} , V − = {f(x) ∈ Q[x] | f(−x) = −f(x)}

(i) Zeigen Sie, dass V +, V − Untervektorräume von V sind.

(ii) Berechnen Sie eine Basis von V + und eine Basis von V −.

(iii) Zeigen Sie, dass V + + V − = V und V + ∩ V − = {0}.

Aufgabe 4 (2+2+3+3 Punkte) Sei V ein K-Vektorraum.

(i) Seien (v1, . . . , vn) ∈ V linear unabhängig. Zeigen Sie dass für jede Teilmenge J ⊆
{1, . . . , n} die Vektoren in (vj | j ∈ J) auch linear unabhängig sind.

1



Blatt 4

(ii) Sei (v1, . . . , vn) ein Erzeugendensystem von V und seien w1, . . . , wm ∈ V beliebige
Vektoren. Zeigen Sie, dass (v1, . . . , vn, w1, . . . , wm) auch ein Erzeugendensystem ist.

(iii) Seien v, w ∈ V zwei Vektoren. Zeigen sie, dass v, w linear abhängig sind, genau dann,
wenn λ ∈ K existiert, so dass v = λ · w oder w = λ · v.

(iv) Nehmen wir an, dass K = C und dass dimC V = 2. Sei auch (v1, v2) eine Basis von
C. Zeigen sie, dass (v1 + i · v2, v1 − i · v2) auch eine Basis von V ist.

Zusatzaufgabe (Freiwillig, wird nicht benotet oder korrigiert) Sei V ein K-Vektorraum
und seien B = (v1, . . . , vn) und B′ = (v′1, . . . , v

′
n) zwei Basen von V . Zeigen Sie, dass man

eine Basis aus der anderen mit einer endlichen Folge von Elementarumformungen an den
Vektoren erhalten kann.
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