Ein Variationsansatz zur numerischen
Berechnung isoperimetrischer Bléatterungen

DIPLOMARBEIT

vorgelegt von

Jan Metzger

betreut von

Prof. Dr. H. Yserentant

Eberhard-Karls-Universitdt Tiibingen
Mathematische Fakultét

September 2002






Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit stellt ein numerisches Verfahren vor, das dazu in der La-
ge ist, in asymptotisch flachen 3-Mannigfaltigkeiten eine Blitterung aus Flachen
konstanter mittlerer Kriimmung zu berechnen. Dabei wird von der Tatsache Ge-
brauch gemacht, dal diese Flachen Losungen des isoperimetrischen Problems
sind. Dieses Problem lautet: "Finde Flachen, die ein gegebenes Volumen ein-
schiefen, dabei aber minimalen Flidcheninhalt haben”. Die Umformulierung als
Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen erméglicht es, Verfahren zur Mini-
mierung anzuwenden. Das hier verwendete Verfahren der konjugierten Gradienten
bendétigt dabei nur erste Ableitungen der Metrik der umgebenden 3-Mannigfaltig-
keit, was diese Methode auch dann interessant erscheinen 1at, wenn die Metrik
nicht in geschlossener Form, sondern etwa nur auf einem Gitter gegeben ist.
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EINLEITUNG 1
Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist im Gebiet der numerischen Losung geometrischer Va-
riationsprobleme angesiedelt. Es soll ein Verfahren beschrieben werden, das in der
Lage ist, in sogenannten asymptotisch flachen Enden von 3-Mannigfaltigkeiten,
die eine spezielle Gestalt haben, strikt stabile 2-Fldchen konstanter mittlerer
Kriimmung zu finden. Der theoretische Hintergrund wurde dabei von Huisken
und Yau in ihrer Arbeit [HY96] bereitet.

Um ein numerisches Verfahren zu konstruieren wird ausgenutzt, dafl Flichen
konstanter mittlerer Kriimmung kritische Stellen des isoperimetrischen Problems
sind. Dieses schon in der Antike formulierte Problem sucht Flichen, die einen
Korper festen Volumens mit moglichst wenig Obefliche begrenzen. Da strikt sta-
bile Fldchen nicht so deformiert werden konnen, daf3 einerseits das eingeschlossene
Volumen erhalten bleibt, und anderseits die Oberfliche abnimmt, sind sie gewis-
sermaflen lokale Minima des isoperimetrischen Problems.

Diese Sichtweise wird benutzt um ein Verfahren zur Optimierung unter Nebenbe-
dingungen auf das Problem anzuwenden. Dabei wird eine Fléiche durch eine Trian-
gulierung approximiert. Zu dieser Triangulierung werden Funktionale angegeben,
die ndherungsweise Oberfliche und Volumen dieser Triangulierung bestimmen.
Diese Funktionale basieren auf Quadraturformeln, die in beiden Féllen gerade ex-
akt genug sind, um fiir die euklidische Hintergrundmetrik das exakte Ergebnis zu
liefern. Dabei wurde bei der Volumenberechnung die Integration iiber ein grofies
dreidimensionales Volumen vermieden, so daf§ diese mit wenig mehr Aufwand
gegeniiber der Berechung der Oberflache ausgefiihrt werden kann. Nun wird auf
der Triangulierung eine Menge von Variationen eingefiihrt, die den Bewegungen
der Eckpunkte in gegebene Richtungen entsprechen. Diese Variationen ergeben
einen endlichdimensionalen Raum von Freiheitsgraden. Damit wird erreicht, dafl
das Problem fiir numerische Verfahren zur Minimierung unter Nebenbedingungen
zuginglich ist.

Die Verfahren, die dazu verwendet werden, sind die Methode der modifizierten
Lagrange-Funktion, die ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen in ein
Problem ohne Nebenbedingungen transformiert, und die Methode der konjugier-
ten Gradienten zur Losung des entstehenden globalen Problems. Dabei wurde zur
Konvergenzverbesserung eine Vorkonditionierung durch die hierarchische Basis
vorgenommen. Die genannten Verfahren erlauben es, nur mit ersten Ableitungen
der umgebenden Metrik auszukommen, was sie auch interessant erscheinen 148t,
falls die Metrik nicht in geschlossener Form vorliegt, sondern zum Beispiel nur auf
einem Gitter, wie dies bei Metriken der Fall ist, die in numerischen Simulationen
der Einsteingleichungen erzeugt werden.

Ein verwandtes Problem ist die Suche von Minimalflichen, d.h. Flachen deren
mittlere Kriimmung verschwindet. Zur Loésung solcher Probleme existieren ver-
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schiedene Ansitze. Eine Moglichkeit ist die Reduktion der Oberfliche mit Hil-
fe des mittleren Kriimmugsflusses, der den Flu zum L2-Gradienten des Ober-
flichenfunktionals darstellt. Ein ensprechender Algorithmus, der auf einer Finite-
Element-Diskretisierung des Laplace-Beltrami Operators beruht, wird von Dziuk
in [Dzi91] vorgestellt. Ein anderer Ansatz verwendet die Niveauflichenformulier-
ung dieses Flusses. Diese wird von Pasch in seiner Dissertation [Pas94] untersucht.
Diese Methoden lassen sich als Minimierungsverfahren deuten, haben allerdings
den Nachteil sehr langsamer Konvergenz. Hutchinson und Dziuk beschreiben in
[DH99a, DH99b] ein Verfahren zur Minimierung des Dirichletintegrals, das Mini-
malflichen mit harmonischer Parametrisierung ergibt. Fiir geschlossene Flachen
1483t sich ein solcher Ansatz nicht ohne weiteres verwenden, da die Identitét,
als harmonische Abbildung der Sphére in sich, kein stabiler kritischer Punkt des
Dirichletfunktionals ist. Man kann daher nicht erwarten, die Verzerrung einer Tri-
angulierung zu kontrollieren, ohne Nebenbedingungen zu stellen. Dann ist dieser
Ansatz algorithmisch gesehen aber nicht leichter als der hier gewahlte.

Die numerische Berechnung von Fléchen konstanter mittlerer Kriimmung ist aus
mehreren Griinden interessant. Zum einen kann das isoperimetrische Problem
auf dem R? mit einer gegebenen Metrik betrachtet werden, was an sich schon ein
interessantes Problem ist.

Andere Motivation kommt aus der Physik, genauer, aus der Allgemeinen Relati-
vitédtstheorie. Dort treten asymptotisch flache 3-Mannigfaltigkeiten als raumar-
tige Schnitte einer asymptotisch flachen Lorentzmannigfaltigkeit L auf, die ein
isoliertes gravitierendes System modelliert.

Sei nun N das asymptotisch flache Ende einer 3-Mannigfaltigkeit, d.h. N ist
diffeomorph zu R? \ B;(0) und die Metrik erfiille fiir r — oo

|Gap — Oap| < Cr? 10Gas| < Cr2 Ric > —Cr?g

Fiir solches N lassen sich verschiedene Massen-Begriffe definieren. Einer dieser
Begriffe ist die ADM-Masse [ADMG61], definiert als FluBintegral im Unendlichen

1 0Jaa 00a
mapy = lim / ( Joo _ gﬁ) yﬁvolgr
Sy

r—oo 167 oyP oy~

Die ADM-Masse ist eine geometrische Invariante und endlich, falls die totale Ska-
larkriitmmung von N endlich ist. Sie gibt dabei die Gesamtenergie des Systems an.
Sie ist immer nichtnegativ, falls die Skalarkriimmung von N nichtnegativ ist, und
veschwindet genau dann, wenn N der euklidische Raum ist, wie zuerst von Schoen
und Yau in [SY79] bewiesen. Die Nichtnegativitéit der Skalarkriimmung folgt wie-
derum aus der schwachen Energiebedingung an den Energie-Impuls-Tensor der
Einsteingleichungen und aus Bedingungen an die Einbettung von N in L.

Ein weiterer Massenbegriff ist die Hawking-Masse oder Hawking quasi local mass.
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Diese ist fiir eine 2-Fldache ¥ in N wie folgt definiert

=2 2
mH(Z) = W 167 — EI’I VOIZ

Fiir grofle approximativ runde Sphéren >, mit Radius r gilt

Tllfglo mu(X,) = mapu

Hat man nun Flachen konstanter mittlerer Kriimmung, und kennt deren Fl&-
cheninhalt und den Wert der konstanten mittleren Kriimmung, so 148t sich da-
mit die Hawking-Masse sehr einfach berechnen. Da die Flachen von Huisken und
Yau approximativ rund sind, erhélt man dadurch eine Approximation der ADM-
Masse. Dabei erhilt man die mittlere Kriimmung als Lagrange-Parameter aus
oben genannten Verfahren. Dies ist eine Grofle, die sich nur aus ersten Ablei-
tungen der konstriuerten Funktionale und damit nur aus ersten Ableitungen der
Hintergrundmetrik ergibt. Man kann also die Hawking-Masse auf solchen Fléachen,
wie die ADM-Masse, nur mit ersten Ableitungen der Metrik berechnen.

Die Flachen konstanter mittlerer Kriimmung wurden von Huisken und Yau darii-
berhinaus dazu benutzt, ein Massenzentrum zu definieren. Dieses ergibt sich als
euklidischer Schwerpunkt der Flédchen, der sich sehr einfach numerisch berechnen
148t, wenn die Flachen bekannt sind.

Die von Huisken und Yau konstruierten Blétterungen ergeben auflerdem einen
Diffeomorphismus

F: (rg,00) x S — N\ Ny

so daf die Fliiche F'(r, S?) den Flicheninhalt 47r% und konstante mittlere Kriim-
mung hat. Dabei ist Ny C B,,(0) ein inneres Gebiet.

Man erhélt also geometrisch definierte Koordinaten, die durch einige Zusatzan-
forderungen (vgl. [Ham97, 3]) eindeutig gemacht werden kénnen. Diese Koordi-
naten konnten sich bei der Evolution der Metrik mit den Einsteingleichungen als
niitzliches Hilfsmittel erweisen, denn sie besitzen sowohl eine geometrische Inter-
pretation als isoperimetrische Fliachen, als auch eine physikalische Interpretation
als Massezentrum des Systems.

Mit Hilfe dieser Koordinaten besteht die Moglichkeit, ein Verfahren zu konstru-
ieren, mit dem man fiir zwei gegebene Auflengebiete numerisch testen kann, ob
sie isometrisch sind.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert

Kapitel 1 beschreibt kurz die verwendete Notation und gibt die benétigten dif-
ferentialgeometrischen Grundlagen an.
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Kapitel 2 formuliert das isoperimetrische Problem und zeigt, daf§ die Euler-
Lagrange-Gleichung des Variationsproblems die Gleichung H = const. er-
gibt. Desweiteren wird hier, motiviert durch die Zweite Variation des Ober-
flaichenfunktionals, der Begriff der Stabilitdt bzw. strikten Stabilitat defi-
niert.

Kapitel 3 fafit analytische Resultate zusammen, die das isoperimetrische Pro-
blem betreffen. Hier findet sich insbesondere eine Darstellung der Resultate
von Huisken und Yau aus [HY96] fiir asymptotisch flache Mannigfaltigkei-
ten.

Kapitel 4 beschreibt die Methoden, mit denen das isoperimetrische Problem
diskretisiert wurde und gibt die Konstruktion der diskreten Funktionale
fiir Oberfliche und Volumen an.

Kapitel 5 beschreibt und untersucht Verfahren zur Losung von Optimierungs-
problemen mit Nebenbedingungen, die nach der Diskretisierung auftreten.

Kapitel 6 enthilt Details zur Impementierung der Verfahren und einige Notizen
und Besonderheiten.

Kapitel 7 schliellich beschreibt einige numerisch durchgefiihrten Experimente,
die zeigen, dafl das Verfahren funktioniert, und die Geschwindigkeit des
Verfahrens messen.



1 Notation und Grundlagen

In diesem Abschnitt werden kurz die Grundlagen aus der Differentialgeometrie
vorgestellt, die spéter bendtigt werden, um das isoperimetrische Problem mit
Methoden der Variationsrechnung zu untersuchen. Dieses Kapitel setzt gewisse
Kenntnisse iiber Riemannsche Mannigfaltigkeiten voraus, die man etwa in [Jos98]
mit Blick auf die Analysis oder in [Fra97] mit Blick auf die Physik nachlesen kann.

1.1 Notation

Um die Formeln iibersichtlicher zu halten wird die Einsteinsche Summenkonven-
tion verwendet. Dabei wird ein Produkt, in dem derselbe Index einmal unten und
einmal oben auftaucht iiber diesen Index summiert, wobei der Index von 1 bis
zur Raumdimension lduft.

In dieser Arbeit sind immer zwei Dimensionen relevant. Zum einen ist das die
Dimension der umgebenden Mannigfaltigkeit /N, die in den Kapiteln 1 und 2 n-
dimensional, und in der restlichen Arbeit 3-dimensional sein wird. Fiir Summation
von 1 bis n bzw. spéter von 1 bis 3 werden immer griechische Indizes «, 3, . ..
verwendet. Alle geometrischen Grofien, die sich auf N beziehen, werden mit einem
Querstrich bezeichnet gag, flﬁ u.S.W.

Zum Anderen wird eine Kodimension-1 Untermannigfaltigkeit ¥ in N betrachtet.
Die Dimension von ¥ ist also n — 1 und wenn nur iiber diesen Bereich summiert
werden soll, werden lateinische Indizes verwendet. Auflerdem werden die zu X
gehorenden geometrischen Grofien ohne Querstrich geschrieben g;;, Ffj U.S.W.

Beispielsweise ist

n—1 n n

gaﬁXkaF ﬁ . Z ZgaﬁXkaF ﬁ

k=1 a=1 g=1

1.2 Grundlagen

Im Folgenden sei N eine orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Metrik
g. Das Tangentialbiindel von N wird mit T'N bezeichnet, X'(N) ist die Menge
der Vektorfelder auf N.

In lokalen Koordinaten y® von N kann man die Metrik mit Hilfe der Komponenten

5= 2 2
gaﬂ _g aga7 agﬁ

darstellen.
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Der Levi-Civita-Zusammenhang auf N wird mit V bezeichnet. Dieser ist dann
fiir ein Vektorfeld X = X¢ 8 — gegeben durch

_ 0xX® s,
Vo X= (85+F’67X7)8—§°"

ogh

wobei die Christoffel-Symbole I'Y op VO V durch

= s (0Gas  OGsp  0Gap
F«/ _ 75 « o (%
af = 29 (ayﬁ T T op

gegeben sind.
Mit V 1aBt sich zu einem Vektorfeld X auf N die C°°(N)-lineare Abbildung

VX:Y —VyX

definieren. Die Spur div X = tr VX dieser Abbildung heifit Divergenz von X.

In lokalen ON-Basisvektorfeldern ey, ..., e, ist
divX = g(V. X, e) (1.1)

bzw. in einer Koordinatenbasis

n XO‘
divX = (8

— + Fiﬁxa> . (1.2)

Ist F: N x (—¢,&) = N mit F(-,0) = idy und BF) = X, wobei X € X(N),
t=
dann ist die Lie-Ableitung einer [-Form w in Richtung X gegeben durch

d
dt|,_,

Lxw = F(, t)w. (1.3)

Dies ist wieder eine I-Form. Dabei bezeichnet F*w den Pullback der Form w, der
fir Vektorfelder X3, ..., X, € X(N) im Punkt p € N durch

Frwy (X1, .o, X)) = wpgy (dF(X0), . .., dFy(X)))

gegeben ist. Dies ist wieder eine [-Form.

Die Volumenform auf N wird mit voly bezeichnet und ist in lokalen Koordinaten
y* gegeben durch

voly := y/det(Gas) dy' A ... A dy".
Fiir die Lie-Ableitung der Volumenform voly gilt gerade
EX VOlN = diVXVOlN. (14)
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Das Divergenztheorem besagt, dafl fiir kompakte 2 C N mit glattem Rand 02
/divaolN :/ (X, v) volgg (1.5)
Q o9
gilt, wobei v die &uflere Normale an 0f) und volyg, die Volumenform auf 02 ist.

Der Riemannsche Krimmungstensor R ist der Tensor, der den drei Vektorfeldern
X,Y,Z € X(N) das Vektorfeld R(X,Y)Z mit

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ +Vixy|Z

zuordnet. Er mifit sozusagen wie stark kovariante Ableitungen auf N nicht ver-
tauschbar sind. In lokalen Koordinaten ist R gegeben durch

5
Riﬁ“/ - (R(a;za’ 3;2[3’ %)) - 8;20‘1_1%7 o %Fiv + F%“/Fie B I_‘iwl_j%g
Die Spur des Riemannschen Kriimmungstensors heifit Ricci-Tensor. Es ist
Ric(X,Y) =tr (Z — R(Z, X)Y)
und seine Komponenten sind
Ricas = R,.5.

¥ nennt man eine (n — 1)-dimensionale, kompakte, eingebettete Hyperfliche in
N, wenn ¥ eine (n — 1)-dimensionale, kompakte Mannigfaltigkeit ist und eine
glatte injektive Abbildung

F:¥— N

existiert, so dal das Differential dF' auf ganz ¥ injektiv ist.

Dann kann mit Hilfe von F' und g auf ¥ eine Metrik ¢ = F*g definiert werden.
Fiir Vektoren X,,,Y), in p € X gilt dabei

9p(Xp, Yp) = Grp) (dFp(Xp), dFp(Y)))

In lokalen Koordinaten z° fiir ¥ und ¢® fiir N sind die Komponenten von g
gegeben durch

B OF OF _ OF* OF”
gij<p> = gFr(p) (%p, @p) = goﬁ(F(p)) Ozt O

Der Levi-Civita-Zusammenhang V zu g auf ¥ entsteht durch Projektion des
Levi-Civita-Zusammenhangs von N. Man hat fiir X,Y € X (%)

VxY = dF " ((Varen dF(Y)™™)
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Sind ¥ und N orientierbar, so existiert ein globales Normalenvektorfeld v langs F,
d.h. eine Abbildung v : ¥ — T'N mit v, € Tpg)N, g(v,v) =1 und g(y, gg) =0
fire=1,...,n— 1.

Die Kriimmung von ¥ in N wird durch die Weingartenabbildung A beschrieben.
A ist das Endomorphismenfeld, das im Punkt p in ¥ durch

Ay T, —-T,X: X — Vxv

gegeben ist. Die Spur H, = tr Ap dieser Endomorphismen heit mittlere Krim-
mung von X in p, das Quadrat des Betrags von A heif3t totale Krimmung.

Mit Hilfe von A 148t sich die Zweite Fundamentalform h auf ¥ fiir Tangential-
vektoren X, Y definieren als

B(X,Y) = g(A(X),Y).
Da Tangentialvektoren orthogonal zur Normalen sind und V metrisch ist, gilt

hX,Y)=g(AX),Y) = g(?XU, Y)

(1, VxY) + X1, Y) = 3, YY) | (16)

und wegen der Torsionsfreiheit von V ist fiir kommutierende Vektorfelder X, Y
g(u, vXY) = g(u, va) .
Rechnung (1.6) riickwérts, mit X und Y vertauscht, liefert dann
MX,Y) = h(Y,X) baw. g(A(X),Y) = g(X,A(Y)).

Somit ist A symmetrisch und A selbstadjungiert.

Da A selbstadjungiert ist, existiert zu p € ¥ eine Basis von 7,2 aus g-orthogo-
nalen Eigenvektoren von A,. Diese Eigenvektoren heiflen Hauptkriimmungsrich-
tungen und die zugehorigen Eigenwerte Hauptkrimmmungen in p.

In lokalen Koordinaten gelten fiir die Komponenten von h die Weingartenglei-
chungen

g?Fe  _ OF* _ OFSQF

9row gk TLh g o Y (1.7)
o™  _ OFF S OFe
4 Ta 7 = hig't 1.
ozt oy oxt v i ox! (1.8)

Der Riemannsche Kritmmungstensor R auf ¥ und der Riemannsche Kriimmungs-
tensor R auf N hingen durch die Gaufigleichungen

Rijie = Rijra + haehjy — hahjy,
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und die Gleichungen von Codazzi-Mainardi

- OF\ OF OF

zusaminern.

Ist X ein nicht notwendig tangentiales Vektorfeld entlang >, d.h. X : ¥ — TN
mit X, € Tr) N, so kann man auch fiir X die Divergenz auf ¥ bilden, indem
man setzt

divy X = try (Y s (VYX)tang>

Es wird nun also nur noch eine n — 1 dimensionale Spur gebildet. In einer lokalen
ON-Basis eq,...,e,_1 von TY gilt also

divy X = Z (Ve X, &) (1.10)

Man kann nun das Divergenztheorem (1.5) auf solche Vektorfelder entlang X
verallgemeinern. Es gilt

/ divy X voly = / g(X,v) Hvoly, . (1.11)
b b
Dies zeigt man, indem man X = X" + (X, v) v in Tangential- und Normalan-
teil zerlegt. Die Divergenz ist R-linear, also verschwindet nach dem Divergenz-
theorem 1.5 der Beitrag des tangentialen Anteils, und es bleibt

/ diVE XVOIE = / diVE (g(X, I/) V) VOIE .
b

P

AuBerdem rechnet man mit (1.10) nach, da8

divy (9(X,v)v) = g(X,v)divs v = g(X,v) H.

Ist (N, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und ist ¢» > 0 eine Funktion auf
N, so ist die symmetrische 2-Form § = ¥*§ wiederum eine Metrik auf N. Da §
und g die gleichen Winkel messen, nennt man g und g konform.

Die Kriimmungsgréfien zu g lassen sich nun aus den entsprechenden Grofien zu
g berechnen, wie die folgenden Lemmata fiir die Christoffelsymbole, den Ricci-
Tensor und die Weingartenabbilduung einer Hyperfliche zeigen.

Lemma 1.1 Ist (N,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ist g = PG so
berechnet man die Christoffelsymbole F von g aus den Christoffelsymbolen F
von g mittels

o Pa - aw aaw — aw
U5y =Ty +2¢ 1( ﬁ—i_(%a g8~ 9 payp)'
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Damit kann man die Komponenten des Ricci-Tensor Ric von g aus den Kompo-
nenten von Ric fiir g mattels

ﬁiﬁag = R_icaﬁ - 2’(/}_1 ((n — 2) v2ﬁ77/1 + gaﬁAz/))
+ 2072 (3(n—2) Vo Vb — (2n — 5) gas| V%)

berechnen.

Beweis: Die erste Gleichung folgt aus der Definition der Christoffelsymbole, die
zweite folgt aus der Definition der des Ricci-Tensors und aus der ersten Gleichung
nach einer ldngeren Rechnung. O

Lemma 1.2 Ist ¥ eine Hyperfliche in (N, g) mit den Hauptkrimmungen X\;, und
ist § = g eine zu g konforme Metrik, dann bleiben die Hauptkriimmungsrich-
tungen von % als Hyperfliche in (N, §) gleich und die neuen Hauptkrimmungen
;\Z- sind firt=1,...,n—1

A =972+ 207%0,0.

Dabei ist v die Einheitsnormale an 3 beziiglich g.

Beweis: Die Normale 7 an ¥ beziiglich ¢ ist gegeben durch
U=y

Seien X; die Hauptkriimmungsrichtungen von ¥ zu g, d.h. g(A(X;), X;) = di;\i
und g(X;, X;) = 0;;. Dann gilt mit v = V"‘% und X; = XF>% in lokalen
Koordinaten x fiir ¥ und g fir N

§7<A(Xi)7Xj>

) o ov* OFP . 0
= 'y <X’“ ((ak R ( P )8—ya)’Xj>
= V*g(A(X)), X;)
/o OF? 0 | WO 00 0
k a o @
+2¢9(X7; Dk <558y7 +5va T pa_y”) 3—y°‘7Xj>
= w25ij)\i+2wau¢(sij

Dabei verschwinden im vorletzten Schritt die beiden weggelassenen Terme, da
einerseits

OF o 0
k At
X Oxk V1o, oy oy~

= aXin
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was einen Vektor ergibt, der g-orthogonal zu X ist, und andererseits
_IﬂaFﬁ__VaF 0
IV gk = I\Y gk ) T

Daher ist A in der Basis der X; auch diagonal und hat die behaupteten Eigen-
werte, da die X; in der Metrik ¢ die Linge v/ haben. O

Lemma 1.3 Ist auf (R?\ {0},9) die konforme Schwarzschildmetrik gs = ¢*0
mit ¢ = 1+ 3 fiirm > 0 gegeben, so gilt fiir die Komponenten des Ricci-Tensors
m Punkt y

Der Ricci-Tensor hat also den FEigenwert —2mr =39 ~% in radialer Richtungy, und
die Eigenwerte mr—31¢~% in Richtungen, die orthogonal zu y sind.

: m. _ Yy
Rlciﬁ = ,,,_:W 2 (%5 — 30,0 3e -

Beweis: Dies ergibt sich nach einer einfachen Rechnung aus Lemma 1.1 mit
n =3 und gag = 0ag. O
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2 Variationsrechnung

In diesem Kapitel soll das isoperimetrische Problem mit Mitteln der Variations-
rechnung untersucht werden. Dabei soll insbesondere gezeigt werden, dafl die
Euler-Lagrange Gleichung dieses Problems H = const. lautet. Zunéchst aber soll
das Problem prézise formuliert werden.

Sei jetzt und im restlichen Kapitel (N, g) eine orientierbare Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension n, und sei {2 C N eine kompakte Teilmenge von N
mit glattem Rand > = 0.

) heifit Losung des isoperimetrischen Problems zum Volumen Vj falls

Q] = Vo

2.1
und 09| < |0Y| fiir alle Q' cC N mit |Q] =V} (2.1)

Um Methoden der Variationsrechnung anzuwenden, benotigt man den Begriff der
Variationsrichtuung.

Definition 2.1 Ist ) C N eine Teilmenge wie oben, so heifit eine 1-Parameter-
familie von Diffeomorphismen

F:Nx(—e¢e)— N

mit F(-,0) = idy eine Variation von Q. Das Vektorfeld %—lj heif$t Variations-
t=0
richtung.

Abkiirzend sei im Folgenden 2, = F(Q,t) und ¥, = F(X,t) fir t € (—¢,¢).

Ein solches F' deformiert Q auf differenzierbare Weise zu Teilmengen ; von N,
die den glatten Rand 32; haben. Nun stellt sich die Frage, welche Eigenschaft die
Variationsrichtung haben muf3t, damit bei dieser Deformation das Volumen von
(), konstant bleibt. Dazu berechnet man die erste Variation des Volumenfunktio-
nals

Vol(©2) —/volN
Q

Satz 2.2 Ist F : N x (—&,e) — N eine Variation von Q mit Variationsrichtung

OF .
o = X so qgilt
|, g

dt

Vol(€2;) :/Eg(X,y)Volg

t=0

Beweis: Es gilt

Vol(Qt)—/ VolN—/F(-,t)*volN
o 0



13

damit liefert Satz (1.4) und das Divergenztheorem (1.5)

0

ot

0
Vol(€) = / =
t=0 ' Q ot t=0

= /diVXvolNz/Q(X,V)de
0

2

F(-,t)*volN:/EXvolN
Q

a

Diese Formel zeigt, dafl die Variation des Volumens, wie erwartet, nur vom Nor-
malanteil von X entlang > abhéngt.

Desweiteren sieht man aus der Formel, dafl fiir volumenerhaltende Variationen
die Normalgeschwindigkeit f = g(X,v)

/fVOlZ =0
b))

erfiillt, d.h. f ist dann L?-orthogonal zu den konstanten Funktionen auf 3.

Umgekehrt erhdlt man zu jeder vorgegebenen Funktion f € C*°(X), fiir die fz f=
0 gilt, eine volumenerhaltende Variation mit dieser Normalgeschwindigkeit.

Lemma 2.3 Ist f € C®(X) mit [, fvolg = 0 so ezistiert eine Familie von
Diffeomorphismen

F:Nx(—e¢e)— N
so daf auf X gilt, dafs

und auflerdem
Vol(F(9,t)) = Vol(Q)

Beweis: (entsprechend [BAC84, Lemma 2.4]). Wihle Gaufische Normalkoordi-
naten z : ¥ X (—=6,0) — N um X, d.h. die Flachen z(X, h) haben den Abstand h
ox

von X und die Vektoren 7 (p, h) sind normal an die Flachen z(X, h).

Sei g € C*(X) eine Funktion mit [, g voly # 0. Sei aufierdem ¢ € C*°(R) eine
Abschneidefunktion mit 0 < ¢ < 1, ¢(h) = 1 fiir || < £ und ¢(h) = 0 fiir
A > §.

Setze damit
)
F: x(E X (—5, 5)) X (—51,(51) X (—52,(52) — N
(x(p,h),t1,t2) +— x(p,h+@(h)(tLf +tag))
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Dabei ist & = 2|/ [} und 65 = ¢|g||). Fiir h > & ist F fiir festes t1,¢, die

Identitéit, man kann also F' durch die Identitéit auf ganz N zu einer Funktion F
fortsetzten.

Fiir kleines max{|t1], |t2|} ist die Funktion
hi— h+¢(h) (tLf + t29)

nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion differenzierbar umkehrbar. Daher sind
die Funktionen F(,t1,t3) : N — N 0.B.d.A. Diffeomorphismen (verkleinere even-
tuell §, so dafl dies fiir alle ¢; € (—0;,6;) mit ¢ = 1,2 der Fall ist).

Betrachte jetzt die Gleichung
V(tl, tg) := Vol (F(Q, tl, tg)) = const.

Dann ist wegen

OF

- — v

oty /
t1=t2=0,peX

OF

—_— f— V

ot g
t1=t2=0,peX

und Satz 2.2 die Ableitung von V' durch

a4 = / fvolg =0
t1=t2=0 by

ot
= / gvoly # 0
t1=t2=0 z

ov
Oty

gegeben. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen, angewandt auf V', existiert

ein 03 und eine Funktion

(o (—53,53) - (—52,52)

mit ¢(0) = 0 so daBl
V (t1,%(t1)) = const.

0 = (5r0) (g—g«»)” 0.

F N x (=0s,05) = N : (x,1) — F(x,t,9()),

Es gilt

Nun setze

dann gilt auf ¥

.
Sl = vnr= v

F ist also die gesuchte Variation. O
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Um nun die die zweite Variation des Volumens und die erste und zweite Va-
riation der Oberfliche zu berechnen, sei wieder F' : N x (—¢,e) — N eine 1-
Parameterfamilie von Diffeomorphismen. Sei

F:Yx (—e,e) = N:F(p,t)= F(p,t)

die zugehorige Variation des Randes von ). Betrachte auf ¥ die Familie von
Metriken g; := F(-,t)*g. In lokalen Koordinaten z* von X gilt:

Lemma 2.4 Sei F : ¥ x (g,e) — N eine Variation von & mit % = X, f =
g(X,v), so gilt

(i)

2= a(vn L) ca(v i 2)
(1)
o7 volg, = divy X volg .
a t=0
(iii)
% . Hy, = —Asf — f (JA]? + Ric(v,v)) + X8 (H).

Dabei bezeichnet A den Laplace-Operator auf X.

Beweis: In den folgenden Rechnungen sei p ein fester Punkt in ¥, 2° Normalko-
ordinaten um p € ¥ fiir die Metrik g = g fiir ¥ und y* Normalkoordinaten um
F(p) € N, so daf die ersten Richtungsableitungen von g;; und gag, und damit
auch die Christoffelsymbole von g und g, in p verschwinden. Auflerdem wird der
Parameter ¢ nicht explizit hingeschrieben und Ableitungen nach ¢t werden immer
fiir t = 0 ausgewertet.

(i) In p gilt

0 o (_ OF* OF8
agij(p) = a(gaﬂ(F(p,t)) o %)
0 adF £ o  OFF°
= Gap(F(p1)) 55 X" 5 +ga5(F(p,t))@X 5

(o)
o))
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(ii) Es ist voly = y/det(g;;)dz' A ... A dz™ und
1

givenlan) = e denta) o ()

1 Y oF oF
— 5,/det(gij)g ( (VkX 5l >+g<Vl 835’“))
= diVE X det(gm)

(iii) Es ist H = g h;; und damit

oOH ) 0
—— = hy—g"7 + g7 =h, 2.2
5 = Niigg9” + 9" 5 (2.2)
wegen
0 0 , 0 0 ..
__532_ ikak]_i Z__/w
5101 = 57 (99™) = 97 529k + G 5.9
ist 5 9
i ik gl
8759 —99 atgkl
also 3 5 9
hij— 82& —g"¢" i ok =~ kl&gkk
Teilt man X in Tangential- und Normalanteil, X = X %8+ fi und schreibt
oF
Xtang. — Xk_
Oxk’
so erhélt man fiir % gi; in Normalkoordinaten den Ausdruck
0 0X' 0X7
¢ 94 = 2fhi; + Dk ki + Dk Ik
also ist
9 ox* X!
hi‘— J — —hkl 2 h - U; — - U;
]at-g (fkl—i_azgl—i_angk)
oxXF
= of|AR 2% 2.
Der zweite Term in (2.2) ergibt wegen der Weingartengleichung (1.7)
0 0 PFe  _ OFYOF°
Y —h; = o re . _ ) 9
9" gl = =9 8t{gﬂ(8x@ AL axa)” }
. 0?Xe 0 OFY OF°
= —¢" < Gop— — I X° VB 2.4
g {g borior oy 1 ox on (24)

Lo (PE | 0P OFT\ 0
9ob \ Oriows T oxi 023 ) ot [
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Da 1 = gagv*v”? ist
0 8y5
0= o =2g «
a7 (Gasv™") = 2005”5

Also verschwindet wegen der Weingartengleichung (1.7) der zweite Term in
(2.4). Zerlege X nun wieder Tangential- und Normalanteil X = X* ai + fu.
Damit rechnet man fiir den Beitrag des Tangentialanteils zu (2.4) nach, dafl

0? L OF
0xi0xI <X oz )

o [0XFOoF« : OFPOFY _, OF°
~ Ox { dxi dxk X (hjky - T3, Ozd Ox* T ozt )}
O’°Xk oF~  oXx* o OXF N w, O N
L ) Vha®) = 7 (aw®) = X <8xihjk)y

ox
JOFe 9 .\ OFOFP9F" o , OF°

b Lpe OO0 9 98
" (ays 57> 0 027 o | oz * o

Setzt man dies in (2.4) ein, so erhéilt man

0? oF«
_ 8 k
oY idws <X 89@’“)

ox* ox* 0
_ g (8 j hzk_'_ O h]k+Xk(axlh]k))

i Xk 0 fa OFe OF® OF" 0 fa OFY OF° OF¢
g oy ") Ozt Oxi Ok oy 1°) Ot Qi Ak )
Nach der Codazzi-Gleichung (1.9) ist
0 0 _ OF OF OF
o = i RV 5 et o)

Der Kriimmmungsterm hebt dann gerade die Terme mit den Christoffel-
symbolen weg. Damit ist der Beitrag des tangentialen Anteils von X zu
(2.4) gegeben durch

—X*hh

288—thj X'tare(H) (2.5)
Fiir den Beitrag des Normalanteils fr von X zu (2.4) rechnet man zunéchst
2
8:E?8xj ()
e Ol )
- azQaij” gfz (hag™ aFQ) i aaz( ik )%F?

+fhirg

8
w OF OF OF?
Oridr! s /35 8];1 a:[;] '
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wobei die Ableitungen von v jeweils mit der Weingartengleichung (1.8) er-
setzt wurden. Damit ist

s 0
9oV it 1)
df? y _ 0 -, \ OFOF"
riops kg ha = 190 52V | i g VY
In (2.4) eingesetzt, ergibt dies den Beitrag des Normalanteils von X zu (2.4)
—Af+ flAF
i f - 0 -\ OF°OF" _ 0 -5\ OFOF° , .
o1 (00 (575) 7 0" 50 (5 ™%) 5 ")
= (OF  OF
- _ 2 1J il e
AF+ AP + 1R (Grv 5o

= —Af+ flAP? — fRic(v,v).
Zusammen ergibt dies mit (2.5)
X"
Oz’
Setzt man das mit (2.3) in (2.2) ein, ergibt sich die Behauptung.

g“’%hij = —Af+ fIAP — fRic(v,v) + X" (H) + 2—h]

|

Mit diesem Lemma und Satz 2.2 kann man nun die zweite Variation des Volumens
von ) berechnen.

Satz 2.5 Ist F': N x (—¢,e) — N eine Variation von Q mit

OF
- - X
ot ¢

dann gilt mit f; = g(Xy,v) bzw. f = fo und X = Xy

d? Of:
— | :/ (— +fdivEX) vols,
dt? 0 5 \ Ot -0
Beweis: Es ist

d? d

70 |Qt| = = ft VO]Et

di? t=0 dt t=0 J X¢

O f 0 )
= - VOlE —|—f - VOlEt
/2 ( ot |,y It

L

+ fdiv X) voly

t=0
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Nun zur Variation der Oberfliche. Es gilt

Satz 2.6 Ist [': ¥ x (—¢,e) — N eine Variation von ¥ mit

oF
ot
dann gilt mit f; = g(Xy,v) bzw. f = fo und X = X

(i)

- X,

d

dt

2] = /ZfHde (2.6)

=0
(i1) Fir die zweite Variation der Oberfliche gilt

d2
at?

] = /Z (—FAf — £ (AP + Ric(r, 1)) + FX“" (H)) voly
Of
(%

Insbesondere hingt die erste Variation der Oberfliche ebenfalls nur vom Norma-
lanteil von X entlang X ab.

t=0

H + fHdiVX) voly;
t=0

(2.7)

Beweis:

(1) Es ist wegen Lemma 2.4 (ii) und dem Divergenztheorem (1.11)
d

dt

A :/diVXVOIE :/g(X,u)Hvolg
t=0 ) =

(11) Damit ist mit Lemma 2.4 (4i) und (iii)

d2

d
ﬁ f +H, VOlzt

|3] —
' dt t=0 J Xt
| H —
voly, + f B

/ (aft 0 vol )
= —_— Et
s\ Ot |,_, tlieo

= (A = P (AR + Riclinr) + FX5% (11) vol

+/Z(%

t=0

OH
HVOIE —|—f W

t=0

H+ fH diVE X) VOlg
t=0
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Damit zeigt man folgendes Theorem

Theorem 2.7 Ist 2 C N eine kompakte Teilmenge von N mit glattem Rand
und ist Q0 eine Lésung von (2.1), so gilt

(i) H = const. auf 3

(i) fir alle Funktionen f € C*(X) mit [, fvoly = 0 ist

[ (a7 = £ (AP + Rict,)) vols > 0

Beweis: Ist f € C*°(X), so konstruiere mit Lemma 2.3 eine volumenerhaltende
Variation F' : N x (—¢,¢) — N mit Normalgeschwindigkeit f = g(%—f tzo,l/).

Dann ist wegen (2.6)

d
0= %

5] = / FH vols
by

t=0
d.h. H ist eine Funktion die L2-orthogonal zu allen Funktionen ist, die ihrerseits
L?-orthogonal zu den konstanten Funktionen sind. Damit ist H eine konstante
Funktion.

Sind zu obiger Variation f; und X; wie in Satz 2.5 definiert, so gilt

of
— 5 \ Ot

und damit, weil H konstant ist

[

d2

0=

+ fdiv X) voly

t=0

+HfdiVX) voly = 0

t=0
so daff mit (2.7)

2

0< —
T di?

5] = / (—fAf — 2 (AP + Ric(r, 1)) vols
t=0 %

Dieses Theorem motiviert

Definition 2.8 Auf einer Fliche ¥ mit konstanter mittlerer Kriimmung ist der
Stabilitdtsoperator oder Jacobi-Operator J auf einer Funktion f € C*°(§2) gege-
ben durch

Jf = =Af = f (AP + Ric(v, v))
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Weiter definiert man

Definition 2.9 Ist X eine Fliche wie oben und ist J auf der Menge

M = {fGC’OO(M) :/fvolg :0}
)
nichtnegativ, d.h. fir alle f € M gilt

/ fJfVOlE 2 O,
b

so heifst 3 stabil. Ist J sogar positiv, d.h. es existiert ein p > 0, so dafs fiir alle
feM gilt

/E 7 Fvols > ullfIL%

so heifit 3 strikt stabil.

Im Hinblick auf Theorem 2.7 sind die Bedingungen H = const. und Stabilitét
der Randfliche > von €2 notwendig dafiir, daf§ 2 Losung des isoperimetrischen
Problems ist. Ist ¥ zusétzlich strikt stabil, so ist dies hinreichend dafiir, dafl 2
ein lokales Minimum des isoperimetrischen Problems ist, d.h. es existiert dann
keine volumenerhaltende Variation, die die Oberflache von ¥ verkleinert.

Andererseits sieht man, daf3 hier, entsprechend 5.3, die mittlere Kriimmung H
die Rolle des Lagrange-Parameters iibernimmt, da sich die erste Variation des
Volumens und der Oberflédche gerade um den konstanten Faktor H unterscheiden.



22 3 ANALYTISCHE RESULTATE

3 Analytische Resultate

3.1 Das isoperimetrische Problem im R”

Im R" existieren nicht viele stabile Fldchen konstanter mittlerer Kriimmung, wie
der folgende Satz von Barbosa und do Carmo zeigt

Theorem 3.1 (Barbosa-do Carmo [BdC84, Theorem 1.5])
Die einzigen geschlossenen, stabilen Fldachen konstanter mittlerer Kriimmung im
R" sind die euklidischen Sphdren.

Die euklidischen Sphéren im R™ sind jedoch nicht strikt stabil, da der kleinste
Eigenwert des Laplace-Operators auf der Sphére mit Radius r durch ”T—_QI gegeben
ist, und die Norm der Zweiten Fundamentalform ebenfalls gerade ”T—_Ql ist, so daf
der Stabilitdtsoperator

J=—-A—|AP

auf den ersten Eigenfunktion des Laplace verschwindet. Die drei zugehorigen
Eigenfunktionen entsprechen gerade den Translationen der Sphéren, die offen-
sichtlich sowohl Oberflache als auch Volumen erhalten.

3.2 Die Schwarzschildmetrik

Die Schwarzschildmetrik auf R*\ (R x {(0,0,0)7}) ist gegeben durch folgendes
Linienelement

-1
ds® = — (1 _ Q—m) ai? + (1 _ Z—m) dr? + 1r2d0?
T T

wobei d? das Linienelement der S? C R? ist.

Diese Metrik beschreibt ein einzelnes stationéres, statisches Schwarzes Loch an
der Position (¢,0,0,0), t € R. Eine Herleitung findet sich etwa in [F1i90]. Be-
trachtet man in dieser Raumzeit den {¢t = 0}-Schnitt R?\ {(0,0,0)7}, so ergibt
sich nach einer Koordinatentransformation die konform euklidische Metrik

gs = 'S

wobei ¢ die euklidische Metrik ist, und

m

¢:R3\{(0,0,0)T}—>R:xf—>1+ﬂ

der konforme Faktor.
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Die euklidischen Sphéren S,.(0) um 0 mit Radius r haben in diesem Fall die
konstante mittlere Kriimmung

() =) (2= %) 3.1)

roor2

wie mit Lemma 1.2 nachzurechnen ist. Fiir r = % ist Hg(r) = 0, also ist dies
eine Minimalfldche. Mit Lemma 1.2 bekommt man auferdem, da8 auf S,(0) fiir

beliebiges > 0 der Betrag der zweiten Fundamentalform durch

1 m >
2 \2 2 _ -6
|A]F = A]+ A5 =29 (;_ﬁ>

gegeben ist. Die Ricci-Kriimmung in Normalenrichtung an die Fliche ist nach
Lemma 1.3 konstant

_ 2
Ric(v,v) = —T—T;Lw*G.

Zusammen hat man, daf§ der Stabilitdtsoperator J auf S,.(0) gegeben ist durch
2 2
Jf = —Af — f2or~2p0 (1 _Am m—) .
r r

Was die innere Geometrie dieser Flidche betrifft, so ist sie isometrisch zu einer
euklidischen Sphire mit Radius 7¢? im R? mit der flachen Metrik. Daher sind
die kleinsten Eigenwerte des Laplace-Operators auf S,.(0) C (R?, gs) durch 0 bzw.
ﬁ gegeben. Man kann dann die kleinsten Eigenwerte des Stabilitdtsoperators
berechnen, sie sind

2m  m?

—r 3y (1 - = — bzw. 6mr—3¢~0
r 472

Man sieht dafl der kleinste Eigenwert fiir = % positiv ist, also ist die Minimal-

fliche mit Radius % strikt stabil unter allen Variationen.

Interessanter ist jedoch, dafl auch der zweite Term positiv ist, dies bedeutet dafl
die Flichen S, (0) strikt stabil sind. Sie bilden damit eine Bldtterung des Raumes
(R3\ {0}, gs) aus strikt stabilen Flichen konstanter mittlerer Kriimmung.

3.3 Asymptotisch flache Mannigfaltigkeiten

Die Ergebnisse von Huisken und Yau in [HY96] sind fiir die vorliegende Arbeit von
besonderer Bedeutung. Deshalb wird in diesem Kapitel eine Zusammenfassung
ihrer Ergebnisse vorgestellt. Die genannte Arbeit verallgemeinert die Ergebnis-
se, die im vorigen Abschnitt fiir die Schwarzschildmetrik vorgestellt wurden, auf
asymptotisch flache Mannigfaltigkeiten, deren Metrik nahe an der Schwarzschild-
metrik ist. Priziser ausgedriickt betrachtet man asymptotisch flache Enden (N, g)
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einer 3-Mannigfaltigkeit, d.h. N ist diffeomorph zu R?\ B;(0), und die Metrik g
hat in diesen Koordinaten die Gestalt

g=gs+ P. (3.2)

Dabei ist fiir m > 0 gs = (14 22)*§ die konforme Schwarzschildmetrik und P
eine Storung, die schneller abfillt als »—2, d.h.

|Paﬁ| S 017“_2

sowie
0" Pog| < Crapr 2% fiir k=1,...,4

Huisken und Yau beweisen im genannten Artikel die Existenz einer isoperimetri-
schen Blatterung aus stabilen Fléchen des asymptotisch flachen Endes aulerhalb
eines Balls, dessen Radius grof genug ist (d.h. in einer Region in der g nahe genug
an der Schwarzschildmetrik ist).

Zum Beweis verwenden die Autoren den wolumenerhaltenden mittleren Kriim-
mungsflufl. Dazu sei eine sphérische Anfangsfliche

Fy:S*—= N

gegeben. Ausgehend von dieser Anfangsfliche ist eine 1-Parameterfamilie F' :
S% x (0,T) — N gesucht, mit

0

aF(pa t) = (h— H)v(p,1)

(3.3)

Dabei ist v(p, t) die dulere Normale an %, = F(S?,t) im Punkt p, H die mittlere

Kriimmung, und
1

h=—
] Js,

H vol

deren Mittelwert.
Nach Satz 2.6 ist

d
Em,f]: H(h—H)Volzt:—/ (h — H)*voly, .

Zt Et

Damit reduziert dieser Fluf3 die Oberfliche von Fldchen, deren mittlere Kriim-
mung nicht konstant ist, und da

/ (h — H)vols, =0
P
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bleibt das eingeschlossene Volumen konstant. Das eingeschlossene Volumen ist
dabei beziiglich einer offenen Teilmenge von N zu nehmen, die kompakten Ab-
schlufl hat, und bei der 3; eines der disjunkten Randstiicke ist. Damit ist dieser
FluB der FluB zum auf die volumenerhaltenden Richtungen projizierten L?-Gra-
dienten des Oberflachenfunktionals.

Dieser Flufl wird von Huisken und Yau mit euklidischen Sphéren 3y = 5% um
0 mit Radius o gestartet. Fiir diese Startflichen weisen sie die Langzeitexistenz
des Flusses nach und zeigen, dafl die Fldchen gegen eine Flache 37 konstanter
mittlerer Kriimmung konvergieren.

Mit Hilfe von m > 0, 148t sich dann zeigen, dal der Stabilitdtsoperator fiir
volumenerhaltende Variationen auf diesen Flédchen 7 strikt positiv ist. Damit
erhalten die Autoren die Eindeutigkeit der Bléatterung. Desweiteren impliziert die
Positivitat des Stabilitdtsoperators starke Abschédtzungen an die Position und
Geometrie der Flache.

Diese Abschétzungen werden dann benutzt um zu zeigen, dafl die Fliachen kon-
stanter mittlerer Kriimmung fiir wachsenden Radius immer néher an einer eu-
klidischen Sphére liegen und die Mittelpunkte dieser Sphéren gegen einen festen
Punkt konvergieren.

Konkret sind hier folgende Theoreme aus [HY96] wichtig

Theorem 3.2 (Theorem 3.1 in [HY96])

Ist die Metrik g auf N von der Form (3.2) und m > 0, so existiert ein oo, das nur
von C4,...,Cs und m abhdngt, so dafl fir alle o > oy das Anfangswertproblem
3.3 eine eindeutige glatte Losung fir alle Zeiten t > 0 besitzt. Fiir t — oo kon-
vergieren diese Flichen exponentiell gegen eine Hyperfliche ¥ mit konstanter
mattlerer Kriimmung H,.

Eine Abschétzung an die Geometrie der Fliche liefert [HY96, Proposition 3.9 und
3.13], ndmlich
|A°| < Co™® und |VA°| < Co™*

Dabei ist A° der spurlose Anteil der zweiten Fundamentalform. Dieser hat die
Komponenten hy; = h;; — %H d;5. Dies zeigt, dal die zweite Fundamentalform auf
Y% nahezu diagonal ist und die Abschétzung aus [HY96, Lemma 3.8,(i)] fur die
Eigenwerte \; der Zweiten Fundamentalform

1
|/\z - —’ S 00'_2
g

liefert dann, dafl die Zweite Fundamentalform nahezu das %-fache der Identitét
ist. In diesen Abschétzungen konnen die geometrischen Groflen bzgl. der Metrik
g oder bzgl. der euklidischen Metrik gebildet werden, wie [HY96, Proposition 2.1]
zeigt. Damit sieht man, dafl die Flidche > nahe an einer euklidischen Sphére ist.
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Das Zentrum dieser Sphéren fiir 0 — oo konvergiert gegen einen festen Vektor in
R?, wie in [HY96, Theorem 4.2] gezeigt.

Theorem 3.3 (Theorem 4.1 in [HY96])

Es existiert ein og, das nur von Cy,...,Cs und m > 0 abhdngt, so daf$ die so
konstruierten Flichen konstanter mittlerer Krimmung fiir o > og eine Bldtterung
von N \ By, (0) bilden. Jede der Flichen X7 ist strikt stabil, wobei der kleinste
Bigenwert auf volumenerhaltenden Variationen von der Ordnung 6mo =3 ist.

Im Beweis zu vorigem Satz zeigen Huisken und Yau aulerdem eine untere Schran-
ke an den kleinsten Eigenwert o des Stabilitdtsoperators auf allen Variationen,

namlich
2 10m c

>4 - —

(3.4)

die spéter bei der Wahl eines Parameters von Nutzen sein wird.

Das dritte Theorem, das hier zitiert werden soll, betrifft die Eindeutigkeit der
Blatterung:

Theorem 3.4 Ist m > 0 und sei % < q <1 gegeben. Dann existiert ein Hy > 0,
das nur von C4,...,Cs, m und q abhdingt, so daf fiir alle 0 < H < Hy die Fliche
der Blatterung aus Theorem 3.3, die mittlere Kriimmung H hat, die einzige stabile
Fliche mit konstanter mittlerer Kriimmung H, die in N\ By-4(0) enthalten ist.

Bemerkung: Der von Huisken und Yau benutzte volumenerhaltende mittlere
Kriimmungsflufl ist aus der Sicht der Variationsrechnung, wie bereits erwéhnt,
ein Fluf} entlang des projizierten Gradienten des Oberflichenfunktionals, also ein
Minimierungsverfahren.

Aus numerischer Sicht hat dieses Verfahren jedoch zwei Nachteile, unter denen die
langsame Konvergenz von Gradientenverfahren der bedeutendste ist. Der andere
Nachteil ist, dafl man mit der Projektion des Gradienten nur eine infinitesimal
volumenerhaltende Variationsrichtung bekommt. Will man aber in einer solchen
Richtung einen nicht beliebig kleinen Schritt machen, so dndert sich das Volu-
men doch, so dafl bei numerischer Berechnung dieses Flusses das Volumen nicht
erhalten wird. Daher ist diese Methode nicht geeignet um das isoperimetrische
Problem numerisch zu losen.

Es ist aber trotzdem vielversprechend, dieses Problem als Variationsproblem zu
betrachten, da man einerseits wegen der Stabilitdt der Flichen wirklich Minima
in volumenerhaltenden Richtungen hat, und andererseits alle Eigenwerte des Sta-
bilitdtsoperators kontrolliert sind, nicht nur die in volumenerhaltender Richtung.

Dies ermoglicht es etwa, zur numerischen Losung eine modifizierte Lagrange-
Methode zu verwenden wie sie in Kapitel 5 vorgestellt wird.
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Bemerkung: Die starken Abschidtzungen an die Position und Geometrie der
Flédche liefern gute Anfangsflichen fiir die numerische Losung. Auch die Tatsa-
che, dafl schon der volumenerhaltende mittlere Kriimmungsfluf§ fiir euklidische
Sphéren als Startflichen gut funktioniert zeigt, dal ndherungsweise euklidische
Sphéren als Anfangsflichen fiir ein geeignetes Minimierungsverfahren gewahlt
werden kénnen.

3.4 Allgemeine Mannigfaltigkeiten

Die Forderung in (2.1), daf§ die Gebiete € glatten Rand haben, scheint sehr stark
zu sein. Es wurde jedoch gezeigt, dal man viel allgemeinere Mengen, sogenannte
Caccioppoli-Mengen zulassen kann, und unter diesen Mengen minimieren. Man
bekommt dann aus Kompaktheitsargumenten die nun fiir diese Klasse von Men-
gen zur Verfiigung stehen, die Existenz einer Losung von (2.1) in der Klasse dieser
Mengen. Untersucht man nun die Regularitdt des Randes der Losungsmenge, so
erhélt man fiir Dimensionen n < 7 dafl der Rand eine glatte Untermannigfaltig-
keit von N ist.

Eine Zusammenfassung der Resultate enthélt [Sch99].
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4 Diskretisierung des isoperimetrischen
Problems

Bevor im néchsten Kapitel Verfahren zur numerischen Losung von Optimierungs-
problemen vorgestellt werden, soll in diesem Kapitel die Diskretisierung des iso-
perimetrischen Problems besprochen werden. Dabei wird das Berandete Gebiet
auBer Acht gelassen. Es wird nur noch die berandende Fliache betrachtet. Das ein-
geschlossene Volumen wird beziiglich einer gegebenen Referenzfléche berechnet
und dabei als vorzeichenbehaftete Grofle betrachtet. Zunéchst soll die Diskre-
tisierung einer 2-Fliche im R? durch eine Triangulierung besprochen werden,
danach werden diskrete Versionen der Funktionale fiir Oberfliche und Volumen
definiert. Diese Funktionale wurden, mit Blick auf die asymptotisch flache Si-
tuation so gewéhlt, daf sie bei minimalem Aufwand im euklidischen Raum die
exakten Groflen liefern.

Im Gegensatz zu den vorherigen Kapiteln wird die betrachtete Randflache nicht
mehr glatt sein, da sie aus Dreiecken zusammengesetzt ist. Auch die benutzten
Variationsrichtungen sind keine glatten Vektorfelder auf R3, sondern ebenfalls
nur fast iiberall differenzierbar. Die Funktionale fiir Oberfliche und Volumen
lassen sich aber trotzdem definieren. Bei der Berechnung der Differentiale dieser
Funktionale wird nicht versucht, die Formeln aus Kapitel 2 anzuwenden, in denen
die Grofle H auftritt, die aus zweiten Ableitungen entlang der Flache gebildet
wird und daher nicht verfiighar ist. Stattdessen werden die diskret definierten
Funktionale nach ihren Freiheitsgraden abgeleitet und man erhélt so implizit
eine diskrete Version von H.

4.1 Triangulierungen und lineare Finite Elemente

Definition 4.1 FEine regulire Triangulierung 7 C R? ist eine Menge von Eck-
punkten, Kanten und Dreiecken, so daf

(i) jeder Eckpunkt Eckpunkt eines Dreiecks ist,
(i1) jede Kante Kante eines Dreiecks ist, und

(1) falls die Schnittmenge zweier verschiedener Dreiecke nicht leer ist, so be-
steht sie aus einem gemeinsamen Eckpunkt oder einer gemeinsamen Kante
der Dreiecke.

Eine solche reguldre Triangulierung ist festgelegt, wenn man die Koordinaten
ihrer Eckpunkte kennt, und weif}; welche Punkte ein Dreieck bilden. Ist p ein
Eckpunkt der Triangulierung , so schreibt man p € 7 und ist 7' ein Dreieck der
Triangulierung, so schreibt man ebenfalls T' € 7. Fiir die folgenden Rechnungen
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1%

Abbildung 1: Das Standarddreieck im R?

sei nun immer 7 eine solche regulidre Triangulierung. Fiir jedes Dreieck T € T
mit den Eckpunkten pg, p1, pe existiert nun ein linearer Diffeomorphismus vom
Standarddreieck

Ts = {(%,962) ER? w29 > 0,71 + 73 < 1}
auf T'. Dieser Diffeomorphismus ist gegeben durch
F:Tsg—T:(x1,22) — (1 — 29 — 22)po + 21p1 + Tapo

Dadurch ist es moglich, lineare Funktionen entlang der Dreiecke zu definieren.

Definition 4.2 Set T' ein Dreieck und sei F' : Ts — T ein linearer Diffeo-
morphismus. Dann heifit eine Funktion ¢ : T — R linear falls die Funktion
¢poF :Ts — R linear ist.

Die linearen Funktionen auf einem Dreieck sind festgelegt durch ihre Werte an
den Eckpunkten des Dreiecks.

Nun betrachtet man diejenigen Funktionen ¢,, die in einem Eckpunkt der Tri-
angulierung den Wert 1 annehmen, und in allen anderen Eckpunkten verschwin-
den, wobei auf jedem Dreieck der Funktionswert aus den Funktionswerten in den
Eckpunkten linear interpoliert wird. Der Aufspann dieser Funktionen wird der
Ansatzfunktionenraum S der konformen finiten Elemente genannt

S = {Zupgzﬁp fup, € R}

peT

Diese Funktionen sind stetig und fast iiberall differenzierbar.



30 4 DISKRETISIERUNG DES ISOPERIMETRISCHEN PROBLEMS

4.2 Das diskrete Optimierungsproblem

Nun sei eine feste Referenztriangulierung 7  gegeben und fiir jeden Eckpunkt p
in 7 eine Deformationsrichtung rp. Fiir eine Funktion u € S bezeichne 7 (u) die
Triangulierung, die durch Anwenden der Offsets u, in jedem Punkt p entstehen,
also die Triangulierung mit den Eckpunkten p := p + uprs.

Es ist klar, dafl dies nur unter bestimmtem Bedingungen an ’Z~', u und r; wie-
der eine regulére Triangulierung ergibt. Im Falle einer beziiglich dem Punkt pg
sternférmigen Triangulierung 7 ist dies aber der Fall, falls fiir p die Deformati-

onsrichtung durch r; = 2725 gegeben ist und uz < |p — psl|.

[p—ps|

Es bezeichne A(T (u)) die diskrete Oberfliche von 7 (u) und V(7 (u)) das zwi-

schen 7 und 7 (u) eingeschlossene orientierte Volumen. Diese Funktionale werden
in den néchsten Abschnitten definiert.

Das diskrete Problem lautet nun:

minimiere A(7(u)) fir ueS

. (4.1)

sodaBl V(7 (u)) =Vy
Bemerkung: Die Deformation der Fliche durch Erhchen bzw. Verringern eines
Wertes u, fiir einen festen Punkt, entspricht gerade einer Variation der Flache.
Dabei ist das Variationsvektorfeld auf 7 (u) durch ¢,r, gegeben, wobei r, der feste
Deformationsvektor in p ist, und ¢, die Ansatzfunktion, die im Punkt p den Wert
1 annimmt und in allen anderen Eckpunkten der Triangulierung verschwindet.

Ist also eine Funktion u = ) u,¢, € S gegeben, so entspricht die Deformation
der Triangulierung mit den Offsets tu fiir t € (—e&, ) einer Variation entlang des
Vektorfeldes ) u,p,r,. Die Qualitét der Losung von (4.1) hdngt also davon ab,
wie grofl der Normalanteil der so zustandekommenden Vektorfelder ist.

4.3 Das diskrete Flichenfunktional

Der Fldcheninhalt der Gesamttriangulierung ist die Summe der Flédcheninhalte
der einzelnen Dreiecke. Dieser Flacheninhalt mufl mittels Quadratur berechnet
werden, da die Metrik auf einem Dreieck nicht notwendig konstant ist.

Wird das diskrete Flichenfunktional A bezzeichnet, dann ist

AT)=> AT).

TeT

Den Fliacheninhalt eines Dreiecks berechnet man am besten durch Transformation
in eine Standardsituation. Dazu betrachtet man die Abbildung Fr : Ts — T, die
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das Standarddreieck T auf 1" abbildet. Sind pg, p1, p2 die Eckpunkte von T', so
ist Fir gegeben durch:

Fr(zy,29) = (1 — 21 — 22)po + 1191 + Zop2
Damit erhélt man die Basis 8F L = py — po, %% = py — po des Tangentialraums an

das Dreieck T'. Die von g auf T s induzierte Metrik ¢g hat in diesen Koordinaten
die Komponenten:

OFp OF . .
9ii (21, 22) = Grr(e ) ( 55 ?) = Jos(Fr(a1,22)) (o1 — po)*(p2 — po)”.
( L

Damit ist der exakte Flacheninhalt A(T')

- /T JJdet(gy;) de

Ist g = 0 die Euklidische Metrik, so ist \/det(g;;) konstant auf Ts und man kann
den exakten Fldcheninhalt mit der Quadraturformel

| i ol ()

berechnen. Diese Formel ist exakt fiir alle linearen Polynome auf T.

Im Allgemeinen Fall benutzt man auch diese Integrationsformel und setzt den

diskreten Flacheninhalt
. 1 11
A(T) = = il == ] ).

Man sieht an den obigen Formeln, dafl A so oft differenzierbar ist, wie g.

4.4 Die Ableitung des diskreten Flichenfunktionals

Um spéter ein Optimierungsverfahren auf A anzuwenden, braucht man die Ab-
leitung des diskreten Fldchenfunktionals. Auch hier kann man sich darauf be-
schrinken, diese Ableitung fiir einzelne Dreiecke zu berechnen.

Sei also T' € T ein Dreieck mit den Eckpunkten pg, p1,pe. Dann darf p; in die
feste Richtung r; bewegt werden. Nun ist die Ableitung von /AX(T(UO,UIM)) nach
den Variablen ug, uy, us gesucht, wobei Ty, u, u,) das Dreieck mit den Eckpunkten
Pk + uprg, k=1,2,3 ist.
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Betrachte zunéchst die Ableitung in u;-Richtung, mit ug, us = 0. In diesem Fall
definiert man eine Familie von Abbildungen

F.:Ts — T(o,s,o) : (Ih xz) — (1 — T — 152)190 + $1(p1 + 87’1) + Tap2.

Dann ist A(T, 0,20)) = 37/det(gij(e)) mit

wobel X; = gﬁ =p;+ery —po und Xy = gf; = po — po. Damit ist % =7y und

0Xo __ — O

Oe

Es ist
dg11 o 0 _ 11 -
? . = QQFO(%,%)(XMH) + % e Jop Fy 57 g X1 Xl
dg12 o 0 _ 11 o f
0 L = gFo(é,%)(X%Tl) + e - Gap | Fe 373 X7 X
0922 0 B 11 s
722 = — Wl Fe|l =, = XX,
Oe |._q el _, s 33 2

Nach der Kettenregel gilt

(w(r5:9)) = 5000 (5(5:3) )

Das ist gerade ein Drittel der Richtungsableitung der g,s in die Richtung r;.
Auflerdem ist

0

Oe

0
% o det(g’lj(g)) - & e (911(6)922(5) _ 912(8)2)
ag22 8911 ag12
p— = ZJLl B 2 0912 ‘
g11(0) de |, + g22(0) o= |, 12(0) o= |,
Damit ergibt sich
0 R
= A(T ..
de |y (Tioc0)
0 1
- A g(X 1) — g(X , T
LA(T) <922 9(X1,m) = g12 §(Xa, 1))
1
+

T (911 Noog + g2oN111 + 2g12M121)
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wobei

11
Aijk = (DryGap) (Fo (3 3)) X XY

die Ableitung der Metrikkoeffizienten g, in Richtung ry ist. Eine dhnliche Rech-
nung fiir die Variation in py und py ergibt

o .
— A(T,.
85 0 ( ( 70:0))
1
= ~ (—g22 9(X1,70) — 911 (X2, 70) + 912 §(X2,70) + g12 §(X1,70))
4A(T)
+ 24121(T) (g1122,0 + g22A 11,0 — 2912M120)
sowie
0 .
— A(T00.
85 0 ( (0707 ))
1
= TAT) (911 9(X2,72) — g12 G(X1,72))
1
+ m (911/\22,2 + 922/\11,2 - 2912/\12,2) .

Hier werden die g;; auf dem Ausgangsdreieck im Punkt (%, %) berechnet und g
und g,s immer am Punkt F0(3, 3)

Um die Ableitung von A(7) fiir die Variation eines Punktes p € 7 zu bekom-
men, berechnet man im Punkt p alle Ableitungen der dort zusammensto3enden
Dreiecke und summiert diese auf.

4.5 Das diskrete Volumenfunktional

Das diskrete Volumenfunktional entsteht wiederum aus Quadratur einzelner Teile
der Triangulierung. Um das Volumen zu berechnen braucht man nun eine Refe-
renztrlanguherung 7. Man betrachtet ein Dreieck T € 7T, das die Eckpunkte
p1,p2 und p3 hat. Mit den zugehorigen Offsets wuq,us, ug ergibt sich durch De-
formation das Dreieck T" mit den Eckpunkten p, = pp + uiri. Diese beiden
Dreiecke schlielen ein Volumen ein, wie in Abbildung 2 rechts zu sehen ist. Ist
etwa r, = @Z:z‘ , so entsteht hierdurch
ein Pyramidenstumpf. Das ist der Beitrag des Dreiecks 7" zum Gesamtvolumen.
Diese Sichtweise fithrt dazu, dafl man das Volumenfunktional lokal um die Re-
ferenztriangulierung berechnen kann, von der angenommen wird, dafl sie "nahe”
an der Triangulierung 7 liegt, d.h. die Offsets u; werden als klein angenommen.
Man braucht keine aufwendige dreidimensionale Integration iiber grofle Volumina
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X3

o

d;

/G,

X2
Abbildung 2: Rechts das Standardprisma Ps und links die verallgemeinerte Si-
tuation Py u; us)

auszufiithren, sondern kann die Volumenberechnung mit mit wenig mehr Aufwand
als die Oberflichenberechnuung durchfiihren. Dies erfordert, das Volumen als vor-
zeichenbehaftete Grofle zu sehen, da nicht davon ausgegangen werden kann, dafl
sich die Referenztriangulierung und die deformierte Triangulierung nicht durch-
dringen.

Um das Volumen des entstehenden Gebildes Py, 4,) zZu berechnen, betrachtet
man wieder eine Standardsituation, ndmlich das Standardprisma Pg := Tg X
[0,1]. Auch hier definiert man eine Abbildung Fluu,us) @ Ps — Plugsuiug) Mit
F(Uo7u1,m)(q}€> = Dk und F(Umul,m)((jk) = ﬁk F(uo,u1,u2) hat die Form

Flugus us) (T1, T2, T3)
(«Tl - $1x3)ﬁ0 + <x2 — [L‘Q{L’3)]§1 =+ (]_ — ] — T — (]_ —x — 1,2)1‘3)}53

= z1T3po + Toxspr + (1 — 21 — x2)w3p0.

Um das Volumen von Py 4, u,) Zu berechnen, benutzt man den Transformations-
satz fiir die Abbildung F{y v, u,) in folgender Form

/P 1 vol — /P Jdet(Gus) da

(ug,uy,ug) (ug,uy,ug)

= / \/det(Gap) dx
F(uo,ul,uQ)(PS)

= /P \/det (gag o F(uo,ul,ug)) ‘det(DF(uo,ulﬂm)) | dx.
s

Um nicht das Gesamtvolumen zu bekommen, sondern das orientierte Volumen
schreiben wir im letzten Integral spéter nicht |det(DF(uguyuz) | sondern nur
£ det (DF(HO,UWZ)), wobei das Vorzeichen noch zu wihlen ist.

Der Faktor \/ det (gag o F(uo,ulm)) 1aBt sich aus der umgebenden Metrik sofort
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berechnen und macht keine weiteren Schwierigkeiten. Weiter ist

DF(uo,ul,uz)(%, Ty, T3)
= (P1 — Po + w3(urry — uro),
P2 — Po + 3(u2r2 — ugry),
Tugro + rruiry + (1 — xp — x9)usrs) .
Nach einer langeren Rechnung, die im Wesentlichen die Multilinearitét der De-
terminante benutzt, erhdlt man fiir det (DF(uo,ul,uz)(xla o, xg)) den Ausdruck
D Flug,uruz) (%1, T2, T3) (4.2)
f(o’uo% + f(ﬂnxz + f(gug(l — I — X3)
uoulxg(—ffga:l — [~(4(1 — x3))
Uguats(—Ks(1 — x1) + Kgxa)

U1U25€3(—[~(7331 - f(sxz)

+ o+ o+ +

x%uouluQ Ky
mit den Konstanten

Ky = det(p1 — Po, D2 — Do, 7o)

Il
o,
D
=

?z
|
=

<
=
no

|

=

<
3

=

sl
(I
Q. o
D D
& o
e D
= =
[
= D
e 2
e
=
~— ’Ul
<
5
N

)
K; = det(py — po,71,72)
Kg = det(py — po,71,72)

Ky = det(rg,r,m)
Die K; héngen nur von den Referenzpunkten p; ab, nicht aber von u; oder gar von

g, brauchen also fiir eine gegebene Referenztriangulierung nur einmal berechnet
zu werden.

Nun zur Wahl des Vorzeichens ¢ = £1 von det (DF (uo’ul,m)). Das Volumen sollte
wachsen, falls ausgehend von u, = 0 eines der u; erhoht wird. Dazu mufl aber
oKy, > 0 sein fiir k = 0,1,2. Sind die Tripel (51 — po, P2 — Po, 7x) fiir k = 0,1,2
gleich orientiert , dann haben die Konstanten Ky, K1, K> auch dasselbe Vorzei-
chen, so dafl ¢ konsistent gewéhlt werden kann. Dies ist insbesondere der Fall,
falls r, eine Radialrichtung ist.

Ist im euklidischen Fall \/det(g,s) = 1, so wird das Volumenintegral zu

/ det (DF(uo,u1,U2)) dx.
P
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Dieses Integral 148t sich schreiben als

1
/ / det(DF(uMhuQ)) ($1,$2,ZL’3) deld.I‘Q d$3.
0 JTo

Fiir festes x3 ist der Ausdruck (4.2) ein lineares Polynom in x; und 5. Dieser 143t
sich durch die Schwerpunktregel, die schon fiir den Fliacheninhalt verwendet wur-
de, exakt integrieren. Man erhilt, nachdem das innere Integral so approximiert
wurde, ein Integral iiber das Intervall [0, 1], in dem Polynome mit Grad héchstens
zwei integriert werden. Fiir dieses Integral kann man etwa die Gaufsche Integra-
tionsformel mit zwei Stiitzpunkten verwenden, die sogar Polynome von Grad

hochstens drei exakt integriert. Diese Formel hat die Stiitzstellen 2/, = % + \/%

mit Gewichten a,/, = % Sollen groflere Volumina berechnet werden, empfiehlt
es sich, genauere Integrationsformeln zu verwenden. Die folgenden Rechnungen
werden mit einer allgemeinen Integrationsformel mit N Stiitzstellen fiir das In-
tervall [0, 1] durchgefiihrt, dabei sind die Gewichte mit a; und Stiitzstellen mit z;
bezeichnet 1 = 1,..., N.

Insgesamt erhélt man also

N
1 11
/Pdet(DF(uom,w)) dor = 50 E a; det (DF(UO,ULW)(? 572’1)) )
i=1

Da nun die Integrationsformel gewéhlt ist, sieht man, dafi det (DF(uovuwQ)) nur

1 ausgewertet wird. Die Formel (4.2) vereinfacht sich somit zu

fﬁrmlzxgzg

11 )
-, =, X
373a 3

1
= g(KOUO + K1U1 + KQUQ) (43)

DF(uo,ul,uz)(

1
+ §$3(K3U,0U1 + K4’LLOU2 + K5U1U2)

2
+  X3UULU2.
mit den Konstanten

Ky = Ky= det(p1 — Po, P2 — Po, o)
K, = K;=det(p1 — Do, D2 — Do, 71)
Ky, = K, =det(pr — Do, D2 — Do, 72)

Ky = —f(g + 2K, = det(2p; — p1 — Po,70,71)
Ky = —2Kj5+ Kg = det(po + pa — 2p1,70,72)
K5 = —K7—K8:det(QﬁO_ﬁl_ianrl7T2)

Kﬁ = Kg = det(T’Q,Tl,T2> .
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Nun definieren wir das diskrete Volumenfunktional V (P) fiir einen Pyramiden-

stumpf als

2
) 1 11
V(P) = 50‘ E a; (det <DF(UO7’U,17U2)(§7 gﬂzl))

=1

11
. a F -, =, %2 .
\/th (gag( (uo,ul,uz)(37 3731))))

Ist 7 eine Referenztriangulierung und in jedem Punkt p € 7 ein Offset u, und

eine Richtung r, gegeben, dann bildet man die Triangulierung 7°

aus 7 indem

der oben geschilderte Proze8 fiir jedes Dreieck aus 7 angewandt wird.

Das diskrete Volumen VT(T ) zwischen 7 und 7 ist definiert als Summe iiber alle

diskreten Volumina aller entstehenden Kegelstiimpfe.

Dieses Funktional ist ebenfalls so oft differenzierbar wie g.

4.6 Die Ableitung des diskreten Volumenfunktionals

Auch von diesem Funktional wird spéter die Ableitung bendétigt. Diese ist rela-

tiv einfach mit der obigen Formel zu berechnen. Dazu betrachtet

man dieselbe

Situation und setzt die Ableitung wieder aus den Ableitungen fiir die einzelnen

Dreiecke zusammen.

Um die Rechnungen iibersichtlicher zu halten, setze

11
d; := det (DF(uo,u1,uz)(§» 3 Zz))

und
_ 11 .
g; ‘= det gag(F(uO7ul’u2)(§,§,Zi)) 1= ]_,...,N,
so daf3
;X
V(P(Uo,ul,w)) = 50- Z aidigi
i=1
Damit ist

OV (Plugran) 1 ia}(ad- 4, 291)

auk B 50- 8—ukgi ’8uk

=1

und es bleiben die Grofien g—ff; und g%}i zu berechnen, fiir ¢ =

1,...,N und
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k=0,1,2. Nach 4.3 ist

ad; 1 1

auo = §K0 + gzi(K?)ul + K4U2) + ZizKﬁuluQ
ad, 1 1

aul = gKl + gzi(K:gUo + KSUQ) + Z?KGUOU’Q
ad; 1

1
9, = §K2+§zi(K4uo+K5u1)+Z¢2K6U0U1

mit den Konstanten K aus dem vorigen Abschnitt. Aulerdem rechnet man mit
der Kettenregel aus, daf3

dgi 1 - 11
= S~ DT det o Fu u,u2)\ 59 57 <t))
2 — 2 (P a61(000) ) (P (g 3.

womit die komplette Ableitung von V(P(uoﬁulm)) bekannt ist. Um V(7) zu be-
rechnen, summiert man in jedem Punkt die Beitrdge der umliegenden Dreiecke,
wie schon im Fall des diskreten Flichenfunktionals.

Bemerkung: Diese Funktionale und deren Ableitungen lassen sich auf einem
beliebigen Dreieck mit mit konstantem Aufwand berechnen. Der Aufwand zur Be-
rechnung der Funktionale und ihrer Ableitungen ist also proportional zur Anzahl
der Dreiecke der Triangulierung, fiir die sie berechnet werden sollen.
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5 Numerische Verfahren

Nachdem nun die diskreten Funktionale fiir Flacheninhalt und Volumen definiert
worden sind, geht es in diesem Kapitel darum, Verfahren zur Optimierung mit Ne-
benbedingungen vorzustellen. Die hier benutzte modifizierte Lagrange-Methode
bendtigt ein globales Optimierungsverfahren. Als solches wurde die Methode der
konjugierten Gradienten gewéhlt. Diese wiederum benétigt ein Verfahren zur Be-
stimmung eines Minimums einer Funktion f : R — R. Deshalb wird zunéchst
die hier verwendete Methode des goldenen Schnitts vorgestellt.

Im folgenden Abschnitt bezeichne | - | die euklidische Norm von Vektoren im RY
und, angewandt auf Matrizen, die zugehorige Operatornorm.

5.1 Die Methode des Goldenen Schnitts

Gegeben sei eine konvexe Funktion f : [0,1] — R. Gesucht ist ein numerisches
Verfahren zur Bestimmung des Minimums x* von f auf [0, 1]. Das folgende Ver-
fahren beruht darauf, ein Intervall [a,b] C [0,1] zu finden in dem z* liegt. Eine
hinreichende Bedingung dafiir, da z* € [a, b] liegt ist, daB fiir ein = € (a,b) gilt
f(z) <min{f(a), f(b)}. Das Verfahren des goldenen Schnitts konstruiert nun ei-
ne Folge solcher Intervalle, die pro Schritt um einen festen Faktor kiirzer werden.
Dabei werden die Stellen, an denen f ausgewertet wird, so geschickt gewihlt,
dal pro Schritt nur eine Funktionsauswertung notwendig ist. Konkret geht man
folgendermaflen vor.

Sei 7 = 1+—2‘/5 der goldene Schnitt. Betrachte f an den vier Stellen 0 < 1 — 7 <
7 < 1. Nun sind folgende Fille moglich:

(1) f(0) = min{f(0), f(1 —7), f(7), f(1)},

(1) f(1=7) = min{f(0), f(1—7), f(r), F(1)},
(i) f(r) =min{f(0), fF(1 —7), f(7), F(1)},
(w) f(1) = min{f(0), f(1 = 7), f(7), (1)}

In denn beiden ersten Fillen wird die Suche im Intervall [0, 7] fortgesetzt. Hier
werden die vier Stiitzstellen 0,7(1 — 7),72 = 1 — 7 und 7 betrachtet. An drei
dieser Stellen wurde f schon berechnet.

In den beiden anderen Fillen wird die Suche im Intervall [1 — 7, 1] fortgesetzt.
Hier werden die vier Stiitzstellen 1 — 7,72 = (1 — 7), (1 — 7)7 und 1 betrachtet.
Wiederum wurde an drei dieser Stellen f schon berechnet.

In jedem weiteren Schritt wird auf die gleiche Art und Weise die Intervalléinge
um den Faktor 7 ~ 0.61803398875 reduziert. Dabei sind durch die Wahl von 7
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Verkiirzungsfaktor 1072 10=* 10=° 10=% 10=" 10=® 1072 10710
Schritte 5 20 24 29 34 39 44 48

Tabelle 1: Anzahl der nétigen Schritte um durch die Methode des Goldenen
Schnitts einen gegebenen Verkiirzungsfaktor zu erreichen.

immer drei Funktionswerte schon bekannt, d.h. pro Schritt mufl nur ein Wert von
f neu berechnet werden.

In Tabelle 1 ist aufgefithrt wieviele Schritte zum Erreichen eines bestimmten
Verkiirzungsfaktors des Ausgangsintervalls notig sind.

5.2 Das nichtlineare CG-Verfahren zur globalen Optimie-
rung

Dieses Verfahren wurde von Fletcher und Reeves in [FR64] vorgestellt. Es dient
zur Losung globaler, nichtlinearer Optimierungsprobleme.

Angewandt auf das quadratische Optimierungsproblem
minimiere z7Qz +b'x € RN
fiir eine symmetrische, positiv definite N x N- Matrix Q und b € R” ist dieses

Verfahren ist bei exakter Liniensuche dquivalent zur Methode der konjugierten
Gradienten zur Losung des linearen Gleichungssystems

Qr =0>.
Betrachtet man das allgemeine Problem
minimiere f(z) x € RY, (5.1)

so lautet der Algorithmus folgendermaflen:

e Setze gy = grad f(xy) und dy = —go
e [teriere fiir k =0,1,...

— Falls g, = 0 dann STOP, x, ist stationére Losung von (5.1).

— Sei ay > 0 so gewahlt, dal ¢t — f(x + tpy) an der Stelle t = ay, das
erste lokale Minimum besitzt (Liniensuche).
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— Setze
Tpy1 = T + oudy gey1 = grad f(zp4)

und .
Jr119k+1
By = T dyy = — g + Brdy
95 9k
Dieser Algorithmus ist insbesondere deshalb interessant, weil nur die Zielfunkti-
on f selbst, sowie der Gradient grad f der Zielfunktion zur Berechnung benotigt
werden. Desweiteren benttigt man nur Speicherplatz fiir die Vektoren xy, g, ds
und die Skalare oy, B, und ||gx||3, wobei diese nur im k-ten Schritt benétigt wer-
den, und danach direkt mit den GroBlen xxy1, ggi1, ... fiir den néchsten Schritt
iiberschrieben werden kénnen.

Insgesamt ergibt sich daher eine einfache Implementierbarkeit bei linearem Spei-
cherplatzbedarf.

Eine Verbesserung des Verfahrens wurde von Polak und Ribiére in [PR69] vorge-
schlagen. Dabei setzt man

_ 91?+1(9k+1 - gk)

Br
g,fgk

Dies ist auch die hier implementierte Variante, da sie sich in numerischen Tests
als robuster erwiesen hat.

Fiir beide Alternativen (3 zu wéhlen, gilt folgender Satz
Satz 5.1 Seinen folgende drei Bedingungen erfiillt:

(i) Mit einem zo in RN ist die Menge My := {z € R" : f(z) < f(z0)} kom-
pakt.

(ii) Die Funktion f ist auf einer offenen Obermenge von My stetig differenzier-
bar.

(11i) Der Gradient grad f ist auf My lipschitzstetig.

Dann ist das Verfahren durchfiihrbar und es gilt: Bricht das Verfahren nicht nach
endlich vielen Schritten mit einer stationdren Lésung von (5.1) ab, und gilt im
Falle des Polak-Ribiére-Verfahrens lim |z, — xp41| = 0, so liefert der Algorithmus
eine Folge (xy) mit

lim inf | grad f ()] = 0,

es gibt also einen Hdufungspunkt von (xy), der eine statondre Losung von (5.1)
15¢.

Ist zusdtzlich My konver und f auf My gleichmafig konvex, so konvergiert die
Folge (x1) gegen das dann eindeutige Minimum von f in M.
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Beweis: Siche [Wer92, Satz 7.4.3] oder auch [Pow77]. O

Im oben schon erwdhnten quadratischen Fall hat man lineare Konvergenz mit
einer asymptotischen Konvergenzrate von

veond @) — 1

VeondQ + 1
Dies deutet an, daff auch im nichtquadratischen Fall die Kondition der Hesse-
Matrix von f eine entscheidende Rolle fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des
Verfahrens spielt. Man sollte daher versuchen, durch Vorkonditionierung diese
Kondition zu verbessern.

Vorkonditionierung im nichtquadratischen Fall funktioniert so, dafl man nicht das
Problem 5.1 betrachtet, sondern einen Basiswechsel x = Sy mit einer nichtsin-
guldren Matrix S durchfiihrt, was auf das Problem

minimiere  f(y) = f(Sy) ye RV
fithrt. Dann ist .
grad f(y) = ST grad f(Sy)
und 3
Hess f(y) = ST Hess f(Sy)S,

so dafl die Hesse-Matrix wie eine Bilinearform transformiert wird. Man kann nun
versuchen, S so zu wéhlen, dafl einerseits die Berechnung eines Matrix-Vektor-
Produkts mit S und S” nicht teuer ist, und andererseits S” Hess fS wesentlich
besser konditioniert ist als Hess f.

Bei dem hier verwendeten Verfahren wird zur Vorkonditionierung die Offsetfunk-
tion in der hierarchischen Basis dargestellt. Diese Darstellung wird in Abschitt
5.4 genauer erkért.

5.3 Optimierung mit Nebenbedingungen

Gesucht ist ein Verfahren zur Losung des Optimierungsproblems mit Nebenbe-
dingungen
minimiere f(z) zeRN (5.2)
mit c(x)=0
Dabei sind f,c : RV — R differenzierbare, reellwertige Funktionen, genauer
f,c € C*(RY), und 0 sei reguliirer Wert von ¢, d.h. falls ¢(x) = 0 so ist grad c(z) #

0. Die Menge
C:={zeR":c(x) =0}

wird so zu einer Kodimension-1-Untermannigfaltigkeit von RY.

Der folgende Satz liefert eine notwendige Optimalitédtsbedingung erster Ordnung.
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Satz 5.2 Ist x* die Lisung von (5.2), so gibt es ein \* € R mit grad f(z*) =
N grad c(x*). Dieses \* heifst Lagrange-Parameter.

Beweis: Sei X € T,.C ein Tangentialvektor an C. Sei 7 : (—¢&,e) — C eine
Kurve mit v(0) = z* und 4(0) = X. Dann ist wegen ¢(v(t)) =0

0= —

S cr() = grad (1(0))75(0) = grad e(a”)" X

t=0

und damit verschwindet grad c(z*)T als lineares Funktional auf allen Tangential-
vektoren an C' in z*, grad ¢(z*) ist also parallel zur Normalen an C in x*.

Da z* ein Minimum von f ist, und 0 somit kritische Stelle von f o v, gilt

d

Sl ra) =o

t=0

was wie eben impliziert, dafl grad f(z*) ebenfalls parallel zur Normalen an C' in
x* ist.

Da grad c¢(z*) # 0 ist, existiert also \* mit grad f(z*) = A* grad ¢(z*). O

Dieser Satz fithrt auf die Lagrange Methode zur Losung des Problems (5.2). Dabei
wird die Lagrange-Funktion

L:RYxR—R:(z,)\) — f(z) — Ae()
verwendet. Gilt nun fiir (z*, \*), da8

grad, L(z",\*) = 0 und

oL, . ..
5(1’,)\)—0,

dann ist z* eine kritische Stelle des Problems (5.2), da hier einerseits wegen
grad, L(z*, A\*) = 0 der Gradient der Zielfunktion und der Gradient der Neben-
bedingung linear abhéingig sind und andererseits wegen 0 = 2&(z*, \*) = ¢(z*)
die Nebenbedingung erfiillt ist.

Diese Methode 148t sich bei kleineren Problemen direkt anwenden, hat aber den
entscheidenden Nachteil, dal die gesuchte kritische Stelle von L nicht notwendig
ein Minimum von L sein muf}. Daher kénnen keine Verfahren zur Minimumssuche
verwendet werden, man muf} also auf Methoden zur Nullstellenbestimmung von
grad L zuriickgreifen. Solche Verfahren sind entweder langsam oder benétigen,
wie zum Beispiel das Newton-Verfahren, zweite Ableitungen von f und c.
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Eine genauere Untersuchung der Hessematrix von L an der Stelle z* erlaubt
eine Modifikation der Lagrange-Funktion, so dafl die kritische Stelle doch zum
Minimum wird.

Der folgende Satz liefert zunéchst eine notwendige Optimalitdtsbedingung zweiter
Ordnung.

Satz 5.3 Ist X ein Vektor, der in x* tangential an C' ist, dann gilt
XT Hess L(z*,\*)X >0

d.h. die Hessesche von L ist positiv semidefinit.

Beweis: Sei wiederum v : (—¢,¢) eine Kurve in C, mit 4(0) = 2* und 4(0) = X.
Der vorige Satz ergab sich aus der notwendigen Bedingung

= 0.

t=0

< 16)

Dieser Satz ergibt sich mit einer &hnlichen Rechnung aus

Lrowm)| =0

t=0

und der Beobachtung, dafl fiir diese Rechnung f durch L(-, \*) ersetzt werden
kann, da f und L auf C iibereinstimmen:

< G| fam =G| 10w

= X" Hess, L(z*, \*)X + grad, L(z*, \*)74(0)
XT Hess, L(z*, \*) X.

Eine hinreichende Optimalitdtsbedingung ergibt sich, wenn man im obigen Satz
"positiv semidefinit” durch "positiv definit” ersetzt.

Satz 5.4 Wenn c(2*) = 0, grad L(z*, \*) = 0 und wenn fir jeden Vektor X, der
m x* tangential an C' ist

XT Hess, L(z*, \*) X > a| X|?

gilt, so ist x* ein lokales Minimum von f unter der Nebenbedingung ¢ = 0.
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Beweis: Sei dazu
A = Hess, L(x*, \").

Die Taylor-Entwicklung von L um z* lautet dann wegen grad L(z*, \*) = 0

L, X) = La, X) + 5(z — ') Alx — %) + of|z — o)

Angenommen z* ist kein lokales Minimum in C'. Dann existiert eine Folge (z) —
x* mit c(x) = 0 und L(xg, \*) < L(x*, \*). Setze Xy, := x — x*.

Betrachte zunéchst die Taylor-Entwicklung von ¢ um x*
c(zr) = c(z*) + grad c(z*) " X + o(| X |)

Da ¢(zy) = ¢(z*) = 0 und grad ¢(z*) parallel zur Normalen an C'in x* ist, exisiert
damit fiir 1 > ¢ > 0 ein k(e), so daf fiir alle &k > k(e) fiir den Normalanteil X}
von X gilt

[ XE7 | < el X,

Da | X;|? = | XPon 2 4 | X, |2, ist dann

1
(1—-¢?)

‘Xk’2 S ‘Xgang.’?

Damit erhélt man fir k& > k(e)

XEAXk > a’X]Zang.P _ 2’A‘|Xl‘zang.“X]rclor“ . ’AHX]?OLP
> (a1 - ) — 26]] - AP X

Man sieht, dafl man e so wihlen kann, dafl der Koeffizient > § wird. Setzt man
dies in die Taylor-Entwicklung von L ein, erhélt man fir k& > k(e)

Lz, \*) > L(z*, \*) + g|X,€|2 +o(|X4?) > L(z*, \Y)

fiir | X| klein genug. Damit erhélt man einen Widerspruch zur Wahl der Folge
(.T}k) O

Sei nun die Bedingung aus Satz 5.4 erfiillt. Dann kénnte die Lagrange-Funktion
in eine Richtung, die einen Anteil besitzt, der normal an C ist, einen negativen
Eigenwert haben. Dies kann man durch Addieren eines Strafterms zu L beheben,
indem man die Lagrange-Funktion wie folgt modifiziert. Man setzt

L, RY xR —R:(z,)\) — f(z) — Ae(z) + Sc(x)?
mit einem Strafparameter p > 0. Zunéchst gilt, dafl

grad, L,(z,\) = grad f(z) — Agrad ¢(x) + p c(z) grad c(z)
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Da die ersten beiden Terme, ausgewertet am Minimum z* fiir den exakten Lagran-
geparameter A\*, zusammen verschwinden und der dritte Term wegen c(z*) = 0
verschwindet, ist auch diese Funktion an der Stelle (z*, \*) kritisch.

Zusatzlich ist

Hess, L,(z,\)
= Hess f(x) — MHess c¢(x) + pgrad c¢(x) grad c(z)” + pc(z) Hess ¢(x).

An der Stelle z* verschwindet der letzte Term, und damit ist
Hess, L,(z*, \*) = Hess f(2*) — A\* Hess c(z*) + pgrad c(z*) grad c(z*)".

Der letzte Term hat den Eigenwert 0 in alle an C' tangentialen Richtungen und
den Eigenwert pgrad c(z*)T grad c¢(x*) in die Richtung grad c(z*). Wie folgender
Satz zeigt, reicht dies aus, um Hess, L, positiv definit zu machen, falls man p
grofl genug wihlt.

Satz 5.5 Ist die Hessesche von L in tangentialer Richtung positiv definit, dann
gibt es ein py € R, so daf$ fir alle p > po die Losung von (5.2) ein lokales
Minimum der modifizierten Lagrange-Funktion

LR xR > R:(1,\) — f(z) — Ne(a) + gc(a:)z

15t.

Beweis: (entsprechend [Fle81, Theorem 12.2.1]). Wegen obiger Rechnung ist die
Losung z* von (5.2) zunéchst eine kritische Stelle von L,(-, \*) mit dem exaken
Lagrange-Parameter \*.

Sei A die Hessesche der (nicht modifizierten) Lagrange-Funktion
A = Hess, L(x*, \")

Es existiert ein @ > 0, so daf fiir alle in #* an C tangentialen Vektoren X gilt,
XTAX > a|X|?, da nach Voraussetzung die Hessesche der (nicht modifizierten)
Lagrange-Funktion in tangentialen Richtungen positiv ist. Aulerdem existiert ein
p >0, so daB fiir alle Vektoren Y gilt dal YTAY > —u|Y|?.

Sei N = grad ¢(z*) so daBl die Hessesche H, der modifizierten Lagrange-Funktion
an der Stelle (z*, \*) durch
H,=A+pNNT

gegeben ist. Ist Y ein beliebiger Vektor, so kann man Y = Y78 4 Y™°" in einen

an C' tangentialen und einen normalen Anteil zerlegen, dabei ist Y = ]]\\;TTF}\;N )
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Sei weiter b = | A| die Norm von A. Damit gilt fiir die Hessesche der modifizierten
Lagrange-Funktion

YTHPY — (YtangA)Tprtang. 4 2(ytang.)Tprnor. 4 (Ynor.)Tprnor.
(Ytang.)TAytang. 4+ 2(ytang.)TAynor. 4 (Ynor.)TAynor. 4 p(NTY)2
Z a|ytang.|2 . 26|ytang.| |Ynor.| + (p|N|2 . M)|ynor.|2

Betrachtet man nun die quadratische Form
(z,y) — ax® — 2bxy + (p| N> — p)y’

so ist diese wegen a > 0 nach dem Hurwitz-Kriterium positiv definit, falls

b2
a(p|N|> —p) = b >0 bzw. p>py:=|N|? (u—i— E) :
Ist p > pp, dann existiert damit ein 5 = ((p) > 0, so dafl
az® — 2bxy + (p|N* — p)y* > B(2* + ?)
was oben eingesetzt liefert, dafl
YTHPY Z 6(|ytang.’2 + ‘Ynor.|2) — 6’}/’2

Damit ist H, fiir p > py positiv definit, L,(-,\*) hat also an der Stelle z* ein
lokales Minimum. |

Dieser Satz fithrt auf folgende Methode zur Losung von (5.2):

e Finde \*.
e Bestimme p wie oben.

e Fiihre eine unrestringierte Optimierung fiir die modifizierte Lagrange-Funk-
tion durch.

Diese Methode ist so nicht anwendbar, da A* in den seltensten Féllen vorab
berechnet werden kann.

Der Parameter p ist weniger kritisch, da ein grofles Intervall von Werten funktio-
niert, und lediglich die schlechte Kondition der Funktion L numerisch Probleme
macht, falls p zu grof3 ist.

Stattdessen wird folgender Algorithmus verwendet:

e Wiile p.
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e Minimiere die Funktion P,(z) = f(z) + 5c(x)? und erhalte einen Startwert
ZIg.

e Fir k=1,2,... iteriere

— Setze A\ := M1 — pc(zp—_1)

— Minimiere L,(-, \y) mit dem CG-Verfahren und erhalte eine neue N&-
herung xp(Ax).

— Teste Abbruchbedingung, falls erfiillt: STOP.

Die Wahl des Lagrange Parameters ist motiviert durch die Tatsache, dal bei
einem Minimum z von L,(-, \) gilt

0 =grad, L,(Z,\) = grad f(Z) — (A — pc(Z)) grad ¢(T).

Die modifizierte Lagrange-Methode wurde unabéngig voneinander von Hestens
[Hes69] und Powell [Pow69] vorgestellt. Eine genauere Untersuchung findet sich
auch in [Fle81]. Powell konnte in [Pow69] zeigen, dafl die Folge () unter der hin-
reichenden Bedingung aus Satz 5.4 linear gegen den exakten Lagrange-Parameter
konvergiert. Dabei verbessert sich die Konvergenzrate mit wachsendem Strafpa-
rameter p. Konvergiert A, gegen A\*, so konvergiert auch die Folge der () bei
exakter Minimierung gegen z*, wie ebenfalls in [Pow69] gezeigt wird.

Desweiteren ist zu erwidhnen, dafl sich die obigen Resultate auf mehrere skalare
Nebenbedingungen und unter gewissen Regularitdtsannahmen auch auf Unglei-
chungsnebenbedingungen erweitern lassen.

5.4 Die Hierarchische Basis

Die im vorigen Kapitel beschriebenen stiickweise linearen Ansatzfunktionen ¢y,
die in einem Eckpunkt der Triangulierung 1 sind und in allen anderen verschwin-
den, bilden eine Basis des Ansatzfunktionenraums, die iiblicherweise Knotenbasis
genannt wird.

Hat man nun eine Hierarchie von Triangulierungen, die durch Verfeinerung aus-
einander hervorgehen, so haben die Knotenbasen, die zu den verschiedenen Ver-
feinerungsstufen gehoéren nichts miteinander zu tun, wie dies Abbildung 4 im
eindimensionalen Fall zeigt. Eine Idee der hierarchischen Basis ist, die gewéhlte
Basis fiir den Ansatzfunktionenraum der Hierarchie der Verfeinerung anzupassen.

Zur Vereinfachung betrachte nur uniforme Verfeinerungen, bei denen alle Drei-
ecke der gegebenen Triangulierung unterteilt werden. Man wé&hlt zunéchst die
Knotenbasis fiir die grobste Verfeinerungsstufe. Werden nun alle Dreiecke unter-
teilt, wie in Abbildung 3 gezeigt, so entstehen neue Punkte der Triangulierung, so
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Abbildung 3: Die Verfeinerung eines Dreiecks zu vier kongruenten Dreiecken

< e S / B AN s N
~© & - S & 3

Abbildung 4: Knotenbasen zu drei Unterteilungsstufen eines Intervalls

dafl neue Basisfunktionen nétig sind. Man nimmt dazu den Teil der Knotenbasis
der feinen Triangulierung, der den neu hinzugekommenen Punkten entspricht.
Auch dies ist in Abbildung 5 im eindimensionalen Fall angedeutet. Damit erhélt
man Basen B; der Ansatzfunktionenrdume S; zur j-ten Verfeinerungsstufe, die
der Zerlegung der Ansatzfunktionenraume

SOCS]_CSQC...CSk

in unterschiedliche Verfeinerungsstufen angepafit sind.

Dieses Verfahren geht auf Ideen von Faber zuriick, die 1909 veroffentlicht wurden
[Fab09]. Diese werden von Yserentant in [Yse86, Yse92] und von Bank, Dupont
und Yserentant in [BDY88] verwendet, um einen Vorkonditionierer fiir das CG-
Verfahren zu konstruieren und zu untersuchen. Dabei ergibt sich eine erhebliche
Beschleunigung der iterativen Verfahren, die zur Losung der linearen Gleichungs-
systeme verwendet werden, die durch den Finite-Elemente-Ansatz aus elliptischen
Randwertproblemen hervorgehen. Genauer, fiir eine Diskretisierung mit N Punk-
ten und k-Verfeinerungsstufen ist eine numerische Losung des Problems mit Auf-
wand O(Nk) moglich, wiahrend fiir einen Ansatz in der Knotenbasis der Aufwand
etwa O(N?) ist. Ein entsprechender Algorithmus wird von Leinen in seiner Dis-
sertation [Lei90] und in [Lei95] vorgestellt. Die dort verwendete Datenstruktur
wird auch hier benutzt. Die Basistransformation S, sowie die Multiplikation mit
ST und S, l#Bt sich mit dieser Datenstruktur in Linearzeit berechnen.

o & Y &

Abbildung 5: Die hierarchische Basis zu drei Unterteilungsstufen eines Intervalls
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5.5 Anwendbarkeit der Verfahren

Diskretisiert man genau genug, d.h. wiahlt man die Verfeinerungsstufe grofl genug,
und sind die gewéahlten Integrationsformeln exakt genug undliefern die Deforma-
tionsrichtungen jedes Punktes ausreichend viele transversale Variationen, dann
kann man erwarten, dafl die diskreten Funktionale, wie in Kapitel 5 definiert, sich
qualitativ wie die kontinuierlichen Funktionale verhalten.

Es existiert dann einerseits eine Losung des Problems (4.1) und anderseits ist
dort die Hessesche der zugehorigen Lagrange-Funktion in tangentiale Richtungen
positiv, wie die Abschéatzungen an den Stabilitdtoperator in Theorem 3.3 zeigen.

Desweiteren existiert ein passender Strafparameter, so dafl die Hessesche der mo-
difizierten Lagrange-Funktion positiv wird. Eine Abschéitzung fiir einen solchen
Strafparameter findet sich auch in 6.6. Dann existiert eine Umgebung U des Mi-
nimums, so dafl die zusétzlichen Voraussetzungen fiir Satz 5.1 fiir U erfiillt sind
(vgl. dazu [Wer92, Satz 7.1.15]). Man hat also Konvergenz des CG-Verfahrens
gegen das lokale Minimum der modifizierten Lagrange-Funktion, wenn man in U
startet und die Schrittweite des CG-Verfahhrens soweit beschrankt, dafl U nicht
verlassen wird.

Diese Konvergenz 1488t sich in den numerischen Experimenten beobachten, so
daBl man in der Tat davon ausgehen kann, mit den diskreten Funktionalen das
qualitative Verhalten nachzubilden.

Die Konvergenz dieses Minimums fiir das diskrete Verfahren gegen die Losung des
kontinuierlichen Problems bei wachsender Feinheit der Triangulierung wird hier
nicht gezeigt. Sie kénnte aber daraus folgen, dafl der hier gewédhlte Ansatz eng
verwandt ist damit, die Gleichung H = const. mit einem schwachen Ansatz zu
16sen. Diese Gleichung, interpretiert als Gleichung fiir die Funktion der Offsets,
wird eine quasilineare elliptische Gleichung, deren Linearisierung gerade durch
eine Gleichung fiir die Hessesche der modifiizierten Lagrange-Funktion gegeben
ist.

Die Hessesche der modifizierten Lagrange-Funktion ist im kontinuierlichen Fall
eine koerzive Bilinearform (was in 6.6 genauer untersucht wird). Fiir solche Glei-
chungen ist bekannt, daf§ Finite-Element-Ansétze in der L?-Norm konvergieren,
und zwar quadratisch mit der Auflésung.

Zusammengefafit sollte gesagt werden, dafl die verwendeten Verfahren in ihrer
Gesamtheit eine vielversprechende Kombination ergeben, in dieser Arbeit jedoch
keine Konvergenzaussagen fiir das vorliegende Problem bewiesen werden.
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5.6 Alternative Verfahren

Die gewéhlte Schrittweitenstrategie, ndmlich die exakte Schrittweite zu berech-
nen, ist eine sehr teure Methode. Man koénnte sie durch andere Strategien ersetzen,
die aber bei schlecht konditionierten Problemen, wie sie hier durchaus auftreten
konnten (s. 6.6), nicht robust genug sind. Exemplarisch seien hier die Stichwor-
te Powell-Schrittweite und Armijo-Schrittweite genannt, die in [Wer92, Kapitel
7.2.1] vorgestellt werden.

Zur globalen Optimierung exisitert eine weitere Klasse von Verfahren, die Klasse
der Quasi-Newton-Verfahren, innerhalb der die Broyden-Klasse und darin wie-
derum das BFGS-Verfahren von Broyden, Fletcher, Gordfarb und Shanno als
besonders effizientes Verfahren gilt. Die Quasi-Newton-Verfahren benutzen Infor-
mationen aus Gradientenauswertungen der Zielfunktion, um eine Ndherung an
die Hesse-Matrix im Minimum zu erzeugen. Diese wird dann dhnlich wie beim
Newton-Verfahren benutzt, um Abstiegsrichtungen zu erzeugen, daher der Name
Quasi-Newton-Verfahren. Diese Verfahren haben jedoch den gravierenden Nach-
teil, daf} sie fiir die Naherung der Hesseschen Speicherplatz benotigen. Der Spei-
cherplatzbedarf dieser Verfahren wichst also quadratisch mit der Anzahl der
Freiheitsgraden, was diese Verfahen fiir grofe Auflésungen ungeeignet macht.

Weitere Minimierungsverfahren, die zweite Ableitungen benétigen, wie zum Bei-
spiel das Newton-Verfahren, wurden hier nicht beriicksichtigt.

Fiir eine Ubersicht iiber das Gebiet der nichtlinearen Optimierung mit und ohne
Nebenbedingungen sei auf [F1e80, Fle81] verwiesen.
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6 Implementierung

Nun da die Verfahren vorgestellt sind, ergeben sich einige praktische Fragen hin-
sichtlich der Implementierung und Verwendung dieser Verfahren.

6.1 Datenstrukturen und Algorithmen

Das Programm ist vollstdndig in C++ geschrieben. Eine Referenz zu dieser Spra-
che findet sich etwa in [Str98].

Die Triangulierung wird mit einer Datenstruktur reprasentiert, die schon von Lei-
nen in [Lei90, Lei95] vorgestellt wurde. Dort diente sie zur Implementierung von
Finite-Element-Code fiir zweidimensionale, elliptische Randwertprobleme und
wurde speziell dafiir entwickelt, dal die Vorkonditionierung durch die hierar-
chische Basis (s. 5.4) moglichst einfach und effizient zu implementieren ist. Die
Struktur baut die Gesamttriangulierung aus Punkten, Kanten und Dreiecken auf.

Die Topologie der Triangulierung entsteht durch Referenzen der einzelnen Ob-
jekte aufeinander. So besteht eine Kante aus Referenzen auf zwei Punkte und ein
Dreieck aus Referenzen auf drei Kanten.

Die Datenstruktur erlaubt die Verfeinerung der Dreiecke. Ein unterteiltes Dreieck
verbleibt dabei in der Datenstruktur, referenziert aber die aus ihm entstehenden
Teildreiecke. Ebenso speichert jede Kante Referenzen auf die Teilkanten die durch
Verfeinern entstehen. Damit ergibt sich eine Baumstruktur, welche die Hierarchie
der Triangulierungen unterschiedlicher Feinheit reflektiert.

Zusétzlich zu den topologischen Daten enthalten die drei Objekte numerische
Daten. In einem Punkt sind dies die Koordinaten des Referenzpunktes, die Va-
riationsrichtung, der aktuelle Offset, der Gradient des Flichen- sowie des Volu-
menfunktionals, die Darstellung des Offsets in der hierarchischen Basis und zwei
Hilfsfelder, die zur Speicherung der Gréflen g und d dienen, die im CG-Verfahren
(s. 5.2) verwendet werden.

Die Kanten enthalten keine numerischen Daten, die Dreiecke jedoch Flachenin-
halt und Volumen, sowie die Konstanten Ky, ..., Kg zur Volumenberechnung, die
in 4.5 eingefiihrt wurden. Diese Konstanten werden nur in den feinsten Dreiecken
bendtigt und auch nur dort ist fiir sie Platz reserviert.

Die verwendete Datenstruktur ist relativ einfach um Methoden zur adaptiven
Verfeinerung zu erweitern, wie dies schon in [Lei90, Lei95] beschrieben ist. Davon
wird hier jedoch wegen der zu erwartenden Glattheit der Fliachen kein Gebrauch
gemacht. Trotzdem mufl die Triangulierung durch Verfeinern aufgebaut werden,
damit die Information iiber die Gitterhierarchie in der Datenstruktur gespeichert
ist.
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Verfeinerungsstufe 0 1 2 3 4 ) 6 i

Punkte 6 18 66 258 1026 4098 16386 2+ 4!
Kanten 12 48 192 768 3072 12288 49152 3.4+
Dreiecke 8 32 128 512 2048 8192 32768 2 -4t

Tabelle 2: Anzahl von Punkten, Kanten und Dreiecken bei einer gegebenen Ver-
feinerungsstufe

Abbildung 6: Unterschiedliche Verfeinerungsstufen des Oktaeders

6.2 Erzeugung von Startflichen

Als Startflachen werden immer Triangulierungen von euklidischen Sphéren ver-
wendet, die aus dem Oktaeder mit 8 Dreiecken und den 6 Eckpunkten +(1,0,0),
+(0,1,0) und £(0,0, 1) erzeugt werden.

Diese Ausgangstriangulierung wird uniform verfeinert, wie in Abbildung 3 zu
sehen ist. Danach werden die neu entstandenen Punkte radial auf die euklidische
Einheitssphére projiziert. Die Radialrichtung wird dann in jedem Punkt auf seine
aktuelle Position gesetzt, danach wird die entstandene Triangulierung eventuell
skaliert und translatiert.

In Tabelle 2 ist die Anzahl von Punkten, Kanten und Dreiecken aufgelistet, die
bei einer gegebenen Verfeinerungsstufe die Triangulierung bilden, und Abbildung
6 zeigt einige Verfeinerungstufen.

6.3 Metriken

Zur Berechnung von Fldcheninhalt und Volumen, wie in 4.3 — 4.6 beschrieben,
muf} die umgebende Metrik g gegeben sein. Diese wird als Klasse reprisentiert,
die folgende Operationen unterstiitzt:

(i) Auswerten der Metrik an einem gegebenen Punkt p € R?, auf zwei gegebe-
nen Vektoren X,Y, d.h. berechnen von

gp(X,Y).

Dies wird zur Berechnung des diskreten Fldchenfunktionals in 4.3 benétigt.



o4

(i)

(iii)
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Auswerten der Ableitung der Metrikkoeffizienten g,z in eine gegebene Rich-
tung R und kontrahieren mit zwei gegebenen Vektoren X, Y, d.h. berechnen
von

(Drias)(p) X°Y".

Dies wird zur Berechnung der Ableitung des diskreten Flachenfunktionals
in 4.4 benotigt.

Auswerten der Dichte der Metrik an einem gegebenen Punkt p € R3, d.h.

berechnen von
\/ det (gaﬁ (p) ) :

Dies wird zur Berechnung des diskreten Volumenfunktionals in 4.5 benétigt.

Auswerten der Ableitung der Dichte der Metrik in eine gegebene Richtung
R an einem gegebenen Punkt p € R3, d.h. berechnen von

DR\/ det(gaﬁ (p))

Dies wird zur Berechnung der Ableitung des diskreten Volumenfunktionals
in 4.6 benotigt.

Die Funktion, die im Programm die geometrischen Daten berechnet, bekommt
eine Metrikklasse als Parameter, die obige Operationen unterstiitzt. Dabei ist
diese Klasse beliebig austauschbar, so daf} jede Metrik vom Programm unterstiitzt

wird.

Die in Kapitel 7 berechneten Beispiele verwenden alle konform euklidische Me-
triken, d.h. Metriken der Form g = 9§ wobei ¢ € C*(Q), und § die euklidische
Metrik auf R? ist. Dabei ist Q2 C R? ein Auflengebiet mit R*\ B,(0) C Q fiir ein
geeignetes p > 0.

Fiir diese Metriken sind die obigen Operationen recht einfach zu realisieren, wenn
man v und die Ableitung von v in eine gegebene Richtung an beliebigen Punkten
p € R3 auswerten kann. Dabei gilt:

(i)

(i)

(iii)

gp(Xv Y) = ¢(p)4 <X> Y>

(Drias)(p) X°Y? = 4 (Dpe)(p) ¥(p)* (X,Y)

det(Fas(p)) = ¥(p)°
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(iv)

(DR\/det@aﬁ)) (0) = 6 (D) (p) ()’

Hier ist (-, -) das euklidische Skalarprodukt.

Aus diesem Grund wurde dem Programm eine Klasse zur Behandlung konform
euklidischer Metriken hinzugefiigt, die als Parameter nur noch die Funktion v
zusammen mit deren Ableitungen bendttigt.

6.4 Abbruchbedingungen

Fiir den Algorithmus, der am Ende von 5.3 angegeben wurde, sind verschiedene
Arten von Abbruchbedingungen notwendig. Zum einen mufl die duflere Schleife
beendet werden, und zum anderen mufl die Minimierung im Inneren der Schlei-
fe abgebrochen werden, wenn diese genau genug ist, und zuletzt braucht man
eine Abbruchbedingung fiir die Liniensuche. Diese Abbruchbedingungen miissen
aufeinander abgestimmt werden, da es zum Beispiel keinen Sinn macht, grofie
Genauigkeit des CG-Verfahrens zu verlangen, andererseits aber die Liniensuche
nicht genau genug durchzufithren (s. dazu etwa [F1e80, Table 4.1.2]).

Die Liniensuche wird abgebrochen, wenn eine bestimmte relative Genauigkeit er-
reicht wird, d.h. es werden immer gleich viele Funktionsauswertungen gemacht.
Dabei ist fiir die Rechnung mit doppelt genauen Gleitkommazahlen eine Genau-
igkeit 1077-107% ausreichend (s. [PTVF92, Abschnitt 10.1]), was wie aus Tabelle
1 zu entnehmen ist, etwa 34-44 Schritten entspricht. Das ist eine relativ teure
Methode zur Wahl der Schrittweite, aber andererseits sehr robust, insbesondere
wenn die Zielfunktion nicht sehr gut konditioniert ist.

Das CG-Verfahren zur Minimierung braucht zwei Arten von Abbruchbedingun-
gen. Zum FEinen sollte das Verfahren abbrechen, wenn es das Minimum der Funk-
tion gefunden hat,und zum Anderen sollte abgebrochen werden, wenn das Verfah-
ren mit vertretbarem Aufwand kein Minimum erreicht. Dabei ist die Abbruchbe-
dingung im Falle eines Erfolges einfach, da in einem Minimum x* der Zielfunktion
f grad f(z*) = 0 gilt. Deshalb kann als Abbruchbedingung

lgrad f(z)[| <7

verwendet werden, wobei man eine geeignete Norm || - || wihlen muf. Hier wurde
als Norm /grad f(z)T grad f(z) gewihlt, wobei der Gradient in der hierarchi-
schen Basis dargestellt wird. Diese Norm ist nicht unabhéngig von der Verfeine-
rungsstufe, aber leicht zu berechnen.

Die Abbruchbedingungen fiir den Fall eines Miflerfolges sind etwas schwieriger
zu wahlen. Zunéchst ist als Absicherung eine obere Grenze fiir die Anzahl der
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gemachten Schritte angebracht, desweiteren mufl das Verfahren abgebrochen wer-
den, falls die Triangulierung so verformt wird, dafl einzelne Punkte nahe am Zen-
trum der Ausgangssphére liegen. Ein Beispiel hierfiir zeigt Abbildung 29.

Macht das Verfahren keine Fortschritte, wird also a = 0 als Schrittweite gewéhlt,
so sollte nicht sofort abgebrochen werden, da die Wahl der Suchrichtung nach
Polak-Ribiere dann dazu fiihrt, dafl das CG-Verfahren mit dem Gradienten der
Zielfunktion neu startet. Man sollte daher einige Schritte mit kleinem « erlauben,
um dieses Verhalten des Algorithmus zur Geltung kommen zu lassen. Die hier
verwendete Methode ist, einige solche kleinen Schritte zu erlauben — etwa 5-10
— dann aber abzubrechen, falls dazwischen kein Schritt gemacht wird, bei dem
a grofer ist.

Die Schleife der modifizierten Lagrange-Methode wird abgebrochen, falls sich A
durch die Update-Methode nicht mehr stark dndert, d.h. falls

/\neu - )\alt
Aneu

< To.

Dabei kann, wie praktische Versuche zeigen, 7, ~ 7 gewéhlt werden.

Diese recht grobe Methode ist gerechtfertigt, da es hier vor allem darum geht,
Fldachen konstanter mittlerer Kriitmmung zu suchen, nicht aber darum, die Vo-
lumenbedingung moglichst genau einzuhalten. Denn hat man nach Minimierung
der modifizierten Lagrange-Funktion fiir A,y die Offsetfunktion u als Ndherungs-
16sung mit

| grad L (u, Aa) || < 71,

So ist

| grad A(u) — A grad V(u) + p(V (u) — V) grad V (u)|| < 7y
und da Apey = Aait — p(V(u) — Vo) gilt, ist

| grad A(u) — Apeu grad V(u)|| < 7

d.h. auch hier sind grad A und grad V an der Stelle u nahezu linear abhingig.
Also liefert u eine Ndherungslosung des diskreten isoperimetrischen Problems zu
einer anderen Volumennebenbedingung (ndmlich gerade V = V' (u)).

6.5 Berechnung von Blitterungen

Will man nicht nur eine Fliache konstanter mittlerer Kriimmung berechnen, son-
dern mehrere, braucht man eine Folge von Volumennebenbedingungen, die zu
Fléachen in einem verniinftigen Abstand fithren. Dazu wird hier folgende Strate-
gie verwendet.
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Angenommen, man hat eine Triangulierung 77, die schon das diskrete isoperime-
trische Problem 16st. Nach 3.3 ist diese in einer asymptotisch flachen Mannig-
faltigkeit nahezu sphéarisch, wenn ihr Radius grofi genug ist. Eine weitere Fliche
konstanter mittlerer Kriitmmung, die etwas mehr Volumen einschliefit, ist dann
ebenfalls nahezu eine euklidische Sphére mit etwas groBlerem Radius.

Will man nun eine solche Fléache berechnen, die etwa den Abstand 6 von 77 besitzt,
so kann man so vorgehen, dal man 7; als Referenztriangulierung verwendet und
dann alle Offsets auf ¢ setzt, um eine Triangulierung 75 zu erhalten. Dies ist eine
gute Anfangstriangulierung, falls die Variationsrichtung nahezu der Normalen-
richtung entspricht, denn dann sind 7; und 75 nahezu konzentrische Sphéaren. Nun
berechnet man das Volumen, das 77 und 75 einschliefen. Dieses Volumen wird
als Volumennebenbedingung benutzt, um die modifizierte Lagrange-Methode neu
zu starten. Der fiir 77 ermittelte Lagrange-Parameter kann als Startwert fiir den
Lagrange-Parameter fiir das neue Problem benutzt werden.

Diese Strategie ist optimal, was die Genauigkeit der Volumenberechnung betrifft,
da die Offsets wihrend der Iteration nahezu gleich sind, sofern die Deformations-
richtung nicht zu sehr von der Normalen abweicht. Dadurch, dafl in diesem Fall
nicht sehr viel Volumen iiberstrichen wird, erreicht man also fiir alle Dreiecke,
bzw. verallgemeinerte Prismen, vergleichbare Genauigkeit bei der Volumenbe-
rechnung.

Als lustration betrachte man am besten die Bilder im Kapitel 7.

Nun stellt sich natiirlich auch noch die Frage, wie man zu einer ersten Flédche
konstanter mittlerer Kriimmung gelangt. Dazu sind zwei Moéglichkeiten imple-
mentiert. Die erste Moglichkeit ist nicht fiir alle Metriken geeignet, denn hier
wird das Flachenfunktional mit dem CG-Verfahren ohne Nebenbedingungen mi-
nimiert. Wenn die Minimieung erfolgreich abbricht, so erhdlt man eine Minimal-
fliche. Eine solche braucht aber nicht immer zu existieren. Hat man jedoch eine
gefunden so kann man obiges Verfahren zu Berechnung von Blatterungen mit der
Minimalflaiche und dem Lagrange-Parameter 0 starten. Diese Moglichkeit ist sehr
schnell, da hier nur einmal minimiert werden muf}, andererseits ist sie abhéngig
von der Metrik nicht immer anwendbar. Man sollte ebenfalls beachten, dal Mi-
nimalflichen nur lokale Minima des Fldchenfunktionals sind, man muf} also mit
einer kleinen Schrittweite arbeiten, um sie nicht zu verfehlen.

Eine andere Moglichkeit eine Startfliche zu bekommen ist, mit einer grofien
Sphére zu beginnen und eine Fliache zu suchen, die das gleiche Volumen wie
diese Startfliche einschliefit, d.h. schon jetzt mit einer Optimierung unter Ne-
benbedingungen zu beginnen. Das hat den Vorteil, dal man fiir grofle Radien
mit einer euklidischen Sphére sehr nahe an der erwarteten Losung startet, wenn
man das Massezentrum naherungsweise kennt, aber den Nachteil dafl man nichts
dariiber weif}, welchen Lagrange-Parameter man verwenden soll.
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Man kann daher nichts anderes tun als mit A = 0 starten, was auch schon nahe am
Lagrange-Parameter liegt. Dann geht die modifizierte Lagrange-Funktion iiber in

Pyi= L0 = A+ (V- 1a)

Das Verfahren, diese Funktion zu minimieren, um das Optimierungsproblem zu
16sen, wird Strafmethode genannt. Fiir p — oo konvergiert das Minimum von P,
gegen die Losung des Optimierungsproblems. Dies ist ein Verfahren, das héufig
angewandt wird, um Startwerte fiir den Lagrange-Parameter zu erhalten.

6.6 Die Wahl des Strafparameters

Der Strafparameter p, der fiir die modifizierte Lagrange-Methode gewahlt wer-
den muf, sollte nicht konstant gehalten werden, wéhrend eine ganze Blatterung
berechnet wird. Betrachte dazu folgende Rechnung im R3. Die Sphiire um 0 mit
Radius r werde mit S, bezeichnet. Betrachtet man die Variation entlang der Nor-
malen mit konstanter Geschwindigkeit, bleibt als Freiheitsgrad nur der Radius.

Die Funktionale sind dann

4
A(r) = 4nr® bzw. V(r) = §7T7”3.

Stellt man als Nebenbedingung V (r) = V (o), so ist der exakte Lagrange Para-
meter durch die mittlere Kriimmung der Sphére mit Radius o also gerade \* = %
gegeben. Die modifizierte Lagrange-Funktion lautet dann

8 4 4 ?
Ly(r,\*) = 4mr® — 3—0777"3 - g (gm"?’ — gﬂ'O’S) )

Man rechnet nach, daf3

0? .
w[,p(a, ) = =87 + 16pmo.

Dieser Ausdruck ist positiv, falls

und fiir festgehaltenes p wichst dieser Ausdruck wie o?. Dies zeigt, dafi zur Be-
rechnung einer Bliitterung des R? der Strafparameter abnehmen sollte, wenn die
Kondition des Problems beschrinkt bleiben soll.

Diese Rechnung liefert ein Groflenordnung, in der der Strafparameter gewéhlt
werden kann. Einen funktinierenden Wert ermittelt man dann durch praktische
Versuche.
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Im Fall einer asymptotisch flachen Mannigfaltigkeit kann man erwarten, daf sich
die modifizierte Lagrange-Funktion im Auflenbereich &hnlich verhélt. Allerdings
ist zu bemerken, dafl die Variation des Radius zu Normalgeschwindikeiten fiihrt,
deren L?-Norm auf den Flichen S,(0) sich wie o verhilt. Beriicksichtigt man
dies, so ist der Eigenwert der zweiten Ableitung der obigen Lagrange Funktion
nur noch von der Ordnung 2. Die folgende Rechnung zeigt, dafi im Fall einer
asymptotisch flachen Mannigfaltigkeit, mit wachsendem o der Parameter p wie
o~* fallen darf, und wie o2 fallen sollte.

Um dies zu zeigen, betrachtet man die exakten Funktionale fiir Flacheninhalt
und Volumen und konstruiert daraus folgende Lagrange-Funktion

L,(S,0) = 2] — AVol(Z) + g(Vol(E) AL

Ist ¥ eine kompakte Fliche mit konstanter mittlerer Kriimmung H, so ist der
exakte Lagrange-Parameter durch H gegeben, und man erhélt fiir eine Variation
3 von ¥ mit Normalengeschwindigkeit f aus den Variationformeln fiir Fliche
und Volumen
d2

ﬁLP(Zt,H)

t=0
— /(_fAf_fz (Ric(v, v) + |AJ?)) vols; +p (/fvolg) .
X )

Also entspricht die Hesse-Matrix in diesem Fall der symmetrischen Bilinearform

B,:(f.g) — /(—ng—fg (JA]* + Ric(v, v))) vols,

3

" p(/zfvolg> (/Egvolz>.

Deren kleinsten Eigenwert gilt es nun in Abhéngigkeit von p abzuschétzen. Sei
dazu f € C°(X) und f = ﬁ [, f voly, der Mittelwert von f. Dann ist

By(f, f) = Bo(f, [) + Bo(f = f.f = [) +2Bo(f, f = [)- (6.1)

Ist 111 der kleinste Eigenwert des Stabilitéitsoperators J = —A — (| A]> + Ric(v, v))
auf volumenerhaltenden Variationen, so gilt wegen [ f — f =0, daB

By(f = f.f = F) 2 mllf = fl5: (6.2)
Ist p der kleinste Eigenwert des Stabilitdtsoperators auf allen Funktionen, so gilt
B,(f, f) = ol fII3 + pIZ[1F115- (6.3)

Um den dritten Term von (6.1) abzuschétzen, benétigt man folgende Abschéitzung
aus [HY96], die auf einer Fliche ¥ wie aus Theorem 3.2 gilt. Dabei héngt C
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nur von den Konstanten Cy, £ = 1,...,5 ab, und o ist der Radius-Parameter
aus Theorem 3.2, der fir folgende Rechnung fiir groe o durch +/|X|/47 ersetzt

werden kann.
|(|A|2 + Ric(v, 1/)) — 2072+ 10ma_3’ <Co™*
mit dieser Abschiitzung ist wegen Af = 0 und [f- f=0
BuFf=0) = = [ 1= 1) (AP + Ric(w.) vols
= [(207% = 10mo?) / (f — f)volg
b
+ / F(r=17 (|A|2 + Ric(v, v) — 2072 + 10ma_3) voly,
2
= / f(f =1 (|A]2 + Ric(v, v) — 2072 + 10m0’3) voly,
>

also ist mit Cauchy-Schwarz

2B,(F.f =D < 2Co | FlLllf — Fll.
< Cot(IFIz+11F = fI12) (6.4)
= Co'|Ifl5
Zusammen liefern (6.1) — (6.4)
By(f, ) = puallf = Flz + (uo + pI=) 17115 = Co |13, (6.5)
bzw. falls
o + p|X| > (6.6)
gilt, ist

By(f, f) = (= Co™*) || f1l3-

Da p; > 6mo=3 — O(0~*) wie in Theorem 3.3 gilt, ist somit (u; — Co~?) positiv,
falls o grofl genug ist.

Also ist die Bedingung (6.6) fiir grofile o hinreichend dafiir, dal das Funktional
B, positiv ist. Wegen

o > =202+ 10mo > — O(c™%)

was im Zusatz zu 3.3 gezeigt wird, fiithrt dies auf

p> 1 (2072 —4mo? + 0(c7 %))

was wegen |%| = O(¢?) wiederum bedeutet, daf p wie o~ fallen darf.
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Andererseits ist mit einer dhnlichen Rechnung

B,(1,1) = — / ([A[* + Ric(v, v)) vols +p|3?
3
> (=202 +10mo?) [S] + g2 — O(a)|5.

Schrénkt man also B, auf einen diskreten Funktionenraum S ein, der die kon-
stanten Funktionen auf ¥ enthilt, so ist damit der grofite Eigenwert pipax. von
B, abgeschitzt durch

Hmax. = (—2072 + 1Om073) + p|X|.

Dieser wiichst also fiir festes p wie |X| = O(0?). Daher sollte p mindestens wie
o2 fallen, damit der grofite Eigenwert beschriinkt bleibt. (Bem: Die Eigenwerte
des Laplace-Operators, die von S aufgeldost werden , skalieren wie o2, tragen
also nicht zum Wachstum bei.)

Die Hesse-Matrix der diskreten modifizierten Lagrange-Funktion entspricht ei-
ner diskreten Version dieser Bilinearform, wobei die eingesetzten Funktionen den
Normalanteilen der zugelassenen Variationen entsprechen. Falls diese Variationen
alle transversal sind, kann man daher erwarten, dafl sich diese Resultate fiir das
kontinuierliche Problem auf die diskretisierte Situation iibertragen lassen, falls
die Diskretisierung genau genug ist.

6.7 Ausgabeformate

Die Triangulierung kann vom Programm in verschiedenen Formaten ausgegeben
werden. Zum einen kann ein internes Datenformat geschrieben werden, das die
Triangulierung zusammen mit den relevanten numerischen Daten, d.h. Koordi-
naten der Punkte, Radialrichtung und Offsets in den Punkten abspeichert, so
dafl dies zur Weiterverarbeitung wieder eingelesen werden kann. Dabei werden
die Informationen zur hierarchischen Struktur erhalten.

Desweiteren kann die Triangulierung in einem Format ausgegeben werden, das
von geomview (s. [PT00]) interpretiert und angezeigt werden kann. Dieses For-
mat beinhaltet alle Informationen um die Triangulierung zu rekonstruieren, die
hierarchischen Informationen gehen jedoch verloren.

6.8 Mogliche Erweiterungen

Die Variationsrichtungen der Punkte der Dreiecke werden wéhrend der Iteration
nicht veréndert. Eine Verdnderung dieser Richtungen konnte sich als sinvoll er-
weisen, insbesondere dann wenn eine der Richtungen nicht mehr transversal ist.
Es wurde jedoch bewuft darauf verzichtet, die Normalenrichtung zu berechnen,
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Abbildung 7: Vom Programm als Minimalfliche mit festgehaltenem Rand erzeug-
te Fléachen, links in der euklidischen Metrik, rechts in der Schwarzschildmetrik.

und diese als Variationsrichtung zu verwenden, da sich bei entsprechenen Verfah-
ren zur Implementierung des mittleren Kriimmungsflul dadurch Instabilitdten
ergaben.

Das Verfahren kann neben den betrachteten sphérischen Flachen auch andere To-
pologien modellieren, wie zum Beispiel Flachen hoheren Geschlechts oder Fléachen
mit festgehaltenem Rand. Letzteres wird erreicht, indem man die Variationsrich-
tung der festgehatenen Punkte auf 0 setzt. Abbildung 7 zeigt links ein so erzeugtes
Bild eines Katenoids, d.h. der Minimalfléiche zwischen zwei festgehaltenen Kreisen
gleichen Radius in der euklidischen Metrik, rechts ist die Losung desselben Pro-
blems fiir die Schwarzschildmetrik mit m = 4 zu sehen. Der festgehaltene Rand

besteht dabei aus zwei Kreisen mit Radius 1.7, die einen senkrechten Zylinder
der Hohe 2 beranden.
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7 Numerische Beispielrechnungen

Die hier dargestellten Beispiele wurden auf einer Triangulierung der Verfeine-
rungsstufe 6 mit 16386 Punkten wie in 6.2 berechnet. Als Abbruchkriterium fiir
die Minimierung der Lagrangefunktion wurde || grad, L|| < 107 verwendet, wo-
bei grad,, L in der hierarchischen Basis dargestellt ist. Die modifizierte Lagrange-
Methode wurde abgebrochen, falls sich eine relative Anderung des Lagrangepa-
rameters um weniger als 1072 ergab.

Alle Abbildungen, die Fliachen zeigen, wurden mit geomview erstellt, dieses Pro-
gramm wurde am ”The Geometry Center” der University of Minnesota ent-
wickelt, und ist in [PT00] dokumentiert.

7.1 Die Schwarzschildmetrik

Als erster Test fiir das Programm wurde die Schwarzschildmetrik betrachtet, die
schon in 3.2 untersucht wurde.

Startet man im Fall m = 1 das Verfahren auf einer triangulierten Sphére mit
Radius 0.5 und Zentrum (0,0,0), d.h. der Minimalfliche in diesem Raum, so
erhdlt man eine Folge von Fléchen ; und eine Folge von Lagrangeparametern
\i, die als mittlere Kriimmung gedeutet werden konnen (s. Kapitel 2).

Nun 148t sich auf der Flache ein Radius 7; beziiglich des Zentrums (0,0,0) defi-

nieren.
1

T 1= x|dps, ().
|zi|/zz." (@)

Dieser Radius 14t sich durch die Integrationsformel, die in 4.3 fiir den Fléchenin-
halt vorgestellt wurde, approximativ berechnen. Dies ergibt zu jeder Flédche den
numerischen Radius 7;.

Das Diagramm fiir d = 0 in Abbildung 9 zeigt die numerisch ermittelte mittlere
quadratische Abweichung &; von |z| auf 3; von diesem Radius. Die exakte mittlere
quadratische Abweichung o; ist definiert durch

1/2
= (i [ el =)
g; ‘= — T
=i ),

Zur numerischen Berechnung von 6; wird wieder die in 4.3 vorgestellte Integrati-
onsformel benutzt.

Das Diagramm in Abbildung 8 zeigt die exakte mittlere Kriimmung Hg in Ab-

héngigkeit von 7 als durchgezogene Linie und zu jeder Fliche ¥; das Paar (74, A;)
als Kreuz.

Benutzt man als Startflache nicht eine Sphére mit Zentrum 0, sondern eine um
(d,0,0) zentrierte Sphére, erhédlt man, bedingt durch die unterschiedlich grofien
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Abbildung 8: Die exakte mittlere Kriimmung einer Sphéire mit Radius r in
der Schwarzschildmetrik in Abhéngigkeit von r und die berechnete mittlere
Kriimmung.

Dreiecke, eine etwas groflere Ungenauigkeit in der mittleren quadratischen Abwei-
chung wie Abbildung 9 fiir verschiedene Werte von d zeigt. Die Abbildung zeigt
aulerdem, dafl der Radius der berechneten Flédchen fiir unterschiedliche Startwer-
te schwankt, obwohl jede Flache exakt berechnet gleichen Radius hétte. Dies zeigt
Ungenauigkeiten in der Berechnung der geometrischen Daten wie Oberflache und
Volumen, die durch Streckung bzw. Stauchung von Dreiecken bei der Translation
des Gitters entstehen. Diese Ungenauigkeiten summieren sich im Laufe der Rech-
nung auf, haben jedoch keine Auswirkung auf die Relation zwischen berechnetem
Radius und berechneter mittlerer Kriimmung, wie Abbildung 10 fiir d = 0.4 zeigt.

Eine Grofe, die Aussagen iiber die Relation des berechneten Fliacheninhalts zur
mittleren Kriitmmung macht, ist die Hawking-Masse my(X) einer Flache ¥ mit

my () = (1|§7|:>/32/2 (1677— /Z H2volg>, (7.1)

die sich auf Fldchen konstanter mittlerer Kriimmung offensichtlich auf

) = 2L (16r i) (7.2
(=) = (g 107 |

reduziert.

Benutzt man die Formel (3.1) fiir die mittlere Kriimmung der Fliachen S,(0) und
die Formel |S,.(0)] = 4mr?y*(r), so ergibt sich

m(S,(0)) = m.
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Abbildung 9: Die numerische ermittelte mittlere quadratische Abweichung der
Funktion |z| von #; in der Schwarzschildmetrik in Abhéngigkeit von 7; fiir ver-
schiedene Werte von d.
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Abbildung 10: Die exakte mittlere Kriimmung einer Sphére mit Radius r in
der Schwarzschildmetrik in Abhéngigkeit von r und die berechnete mittlere
Kriimmung im Fall einer translatierten Startfliche mit d = 0.4.



66 7 NUMERISCHE BEISPIELRECHNUNGEN

0.0003

coaoa
Scoooo
rwiviko

0.00025 - 9= " X o
L o

0.0002 R "

0.00015 -

.
. @t
00001 | = caRx
o m ’g
og" X X
Sy w ?

Xx¥,0
5-05 | X omy w i:EJr

Abbildung 11: Die Abweichung der berechneten Hawking Masse vom erwarteten
Wert 1 in Abhéngigkeit des Radius.

Im betrachteten Fall mit m = 1 ist also my(S,(0)) = 1. Die Grafik in Abbildung
11 zeigt den Fehler |y (3;) — 1| wobei iy die nach der Formel (7.2) mit den
numerischen Gréflen |3;| und A; berechnete approximative Hawking-Masse ist.

Das Studium des Verhaltens des Programms im Falle der Schwarzschildmetrik
zeigt, wo die Stédrken und Schwichen der Implementierung liegen. Zum Einen
werden Flachen mit mittlerer Kriimmung berechnet, bei denen die mittlere Kriim-
mung, Flacheninhalt und Radius sehr genau zusammenpassen, zum Andern aber
fithren Ungenauigkeiten, die bei wiederholter Volumenberechnung auftreten, zu
Abweichungen darin, welche Flidchen man erhélt.

7.2 Metriken vom Brill-Lindquist Typ

Die Schwarzschildmetrik kann auf N Schwarze Locher mit Massen m; und Posi-
tionen z; € R? verallgemeinert werden, indem man hier den konformen Faktor

N
my
LD(ZE) =1 + Z m
i=1 !

verwendet. Dabei steht | - | fiir den euklidischen Abstand. Man erhélt dadurch
eine Metrik auf R\ {z1,...,2y}. Der so entstehende Typ von Metriken, heift
Brill-Lindquist-Typ.
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7.2.1 Zwei Schwarze Locher gleicher Masse mit gemeinsamer Mini-
malflache

In diesem Fall ist N = 2, m; = my = 1.3, 1 = (0.5,0,0) und z5 = (—0.5,0,0).
Der Abstand der Singularitéiten gegeniiber ihren Massen ist hier so klein, daf} eine
Minimalfldche existiert, die beide Schwarzen Locher umschlieft. Die Abbildun-
gen 13 und 14 zeigen verschiedene Flidchen der Blédtterung. Dabei ist die innerste
Flidche, die in Abbildung 14 zu sehen ist, dieselbe wie die duflerste Flache in Ab-
bildung 13. Diese Fléache ist die gemeinsame Minimalfliche, die beide Schwarzen
Locher umschliefit. Ganz innen sind zwei kleine Flidchen zu sehen, die die Mini-
malflichen um die beiden Singularitdten zeigen. Die Bldtterung um diese Mini-
malflichen zeigt Abbildung 15. Zur Rechnung wurde beim Nach-innen-Rechnen
der Strafparameter p = 3 gewihlt, beim Nach-auflen-Rechnen p = 1. Selbst mit
verschiedenen Werten von p konnte das Verfahren im Falle der Blatterung um
die kleine Minimalflache nie weiter als bis zu den gezeichneten Flachen rechnen
und diese erhélt man mit p = 3.

Man sollte jedoch bedenken, dafi die Flachen der inneren Blédtterung in einer
Region liegen, in der die Metrik nicht in der Néahe einer flachen Metrik ist. Da-
her sind die Annahmen, die bei der Konstruktion der diskreten Funktionale fiir
Flache und Volumen gemacht wurden nicht erfiillt. Diese Ergebnisse sind also
mit Vorsicht zu betrachten.

In Abbildung 12 ist die mittlere quadratische Abweichung des Radius der Fliachen
in Abbildung 14 zu sehen. Es wurde der entsprechende Wert fiir jede berech-
nete Fldache gezeichnet, wohingegen Abbildung 14 nur jede fiinfte berechnete
Flidche zeigt. Man sieht deutlich, dafi die Flachen sich immer mehr einer eukli-
dischen Sphére annéhern, da die mittlere quadratische Abweichung des Radius
sehr schnell abfallt.
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Abbildung 12: Die mittlere quadratische Abweichung des Radius auf ¥; in
Abhéngigkeit von 7; in einem Raum mit zwei Schwarzen Lochern gleicher Masse
auf den dufleren Fléchen.

Abbildung 13: Die Flichen konstanter mittlerer Kriitmmung in einem Raum mit
zwei schwarzen Lochern gleicher Masse, startend mit der gemeinsamen Minimal-
fliche, nach innen gerechnet.
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Abbildung 14: Die Flichen konstanter mittlerer Kriimmung in einem Raum mit
zwei schwarzen Lochern gleicher Masse, startend mit der gemeinsamen Minimal-
flache, nach auflen gerechnet.

Abbildung 15: Die Flichen konstanter mittlerer Kriimmung in einem Raum mit
zwei schwarzen Lochern gleicher Masse, startend mit der Minimalfliche um eine
Singularitéit, nach aulen gerechnet.
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7.2.2 Zwei schwarze Locher unterschiedlicher Masse mit gemeinsamer
Minimalfliche

Hier ist die Metrik wiederum vom Brill-Lindquist-Typ mit zwei Singularitéten,
d.h. N =2, an den Stellen z; = (0.5,0,0), zo = (—0.5,0,0), wobei allerdings im
Unterschied zur vorigen Rechnung m; = 0.8 und my = 1.6 gesetzt wurden.

Die Grafiken in Abbildung 16-20 zeigen verschiedene Flachen konstanter mittlerer
Kriimmung. In allen Grafiken sind drei Minimalflichen zu sehen, die gemeinsame
Minimalfliche der beiden Schwarzen Locher und fiir jedes Schwarze Loch die es
umschlieBende Minimalfliche. Diese sind gesondert in Abbildung 16 gezeichnet.

In Abbildung 20 ist die Blédtterung vom gemeinsamen Horizont startend nach
auBen hin gerechnet zu sehen. Von allen berechneten Flachen wurde nur jede
fiinfte gezeichnet. Der Strafparameter p wurde auf 1 gesetzt. Auch hier sieht man
gut, daf} die Flachen sich immer mehr einer Sphéire annahern.

In Abbildung 17 wurde die Berechnung wiederum von der gemeinsamen Minimal-
fliche gestartet, aber mit erhohter Feinheit nach innen gerechnet. Hier ist auch
nur jede fiinfte der berechneten Fliachen zu sehen. An der letzten Fliache stoppte
die Berechnung wegen schlechter Kondition des Problems. Hierbei wurde p = 3
gewahlt.

Die Abbildung 18 zeigt Flidchen einer anderen Blédtterung, die von der Mini-
malfliche um das leichtere Schwarze Loch gestartet und nach auflen gerechnet
wurde. Wie in den vorigen Abbildungen wurde auch nur jede fiinfte der berech-
neten Flachen gezeichnet. Die duflerste sichtbare Fliche war die letzte fehlerfrei
berechnete Fliache, danach war die Kondition des Problems zu schlecht. Als Straf-
parameter wurde fiir diese Rechnung p = 3 verwendet.
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Abbildung 16: Die Minimalflichen
in einem Raum mit zwei schwarzen
Lochern unterschiedlicher Masse.

Abbildung 18: Die Blétterung in ei-
nem Raum mit zwei schwarzen Lo-
chern unterschiedlicher Masse, star-
tend mit der Minimalfliche um das
leichtere schwarze Loch, nach auflen
gerechnet.
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Abbildung 17: Die Bldtterung in ei-
nem Raum mit zwei schwarzen Lo-
chern unterschiedlicher Masse, star-
tend mit der Minimalfliche, nach in-
nen gerechnet.

Abbildung 19: Die Blatterung in ei-
nem Raum mit zwei schwarzen Lo-
chern unterschiedlicher Masse, star-
tend mit der Minimalfliche um das
schwerere schwarze Loch, nach aulen
gerechnet.
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6.0

Abbildung 20: Die Blétterung in einem Raum mit zwei schwarzen Lochern un-
terschiedlicher Masse, startend mit der Minimalfliche, nach auflen gerechnet.
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7.2.3 Zwei schwarze Locher gleicher Masse ohne gemeinsame Mini-
malflache

Auch hier wird eine Metrik vom Brill-Lindquist-Typ verwendet, wobei N = 2,
x1 = (d,0,0), xzo = (=d,0,0) und m; = my = 1. Als Startfliche wurde eine
Sphére um 0 mit Radius 2d gewihlt, was angesichts der Bilder aus den vori-
gen Abschnitten, die die duflere Blédtterung zeigen, eine gute Anfangsfliche zu
sein scheint. Ausgehend von dieser Fldche wurde eine Fliache konstanter mittlerer
Kriimmung berechnet, die dasselbe Volumen einschliefit wie die Startfliche. Da-
nach wurde von dieser Flache aus nach innen gerechnet. Das resultierende Bild
fiir d = 3.0 ist in Abbildung 21 zu sehen. Hier ist nur jede zehnte der berechneten
Flachen gezeichnet. Die Blédtterung um eines der Schwarzen Locher beginnend
mit der entsprechenden Minimalfliache zeigt Abbildung 22, wiederum ist nur je-
de zehnte der berechneten Flidchen zu sehen. Die beiden kleinsten Fléchen, die
zueinander symmetrisch sind, bilden die Minimalflichen um die Singularitéten.

Auch hier 148t sich das erwartete Verhalten der Flachen, immer sphérischer zu
werden, anhand der mittleren quadratischen Abweichung beobachten, wie Abbil-
dung 23 zeigt. In dieser Grafik ist wiederum die mittlere quadratische Abweichung
gegen den numerisch ermittelten Radius aufgetragen.

Die Hawking Masse der Bliatterung um beide Singularitdten sollte fiir grofle
Radien etwa 2 sein, was der Gesamtmasse des Systems entspricht. In der Tat
zeigt die Hawking-Masse, berechnet auf den dufleren Flachen, die Tendenz, mit
grofferwerdendem Radius ndher an 2 zu liegen, sie war immer kleiner als 2. Die
beobachtete Abweichung ist jedoch wesentlich groler als die zu erwartende Ge-
nauigkeit, sie ist etwa von der Ordnung r~*, wie numerisch ermittelt wurde.
Abbildung 24 zeigt die Abweichung fiir die Werte von d = 1, 2, 3, 4, 5.

Als Hawking Masse der Bliatterung um eine Singularitét erwartet man den Wert
1+ 41—d, was aus zwel verschiedenen Uberlegungen folgt. Zum einen ist fiir groBe d
und kleine my, my die Minimalflache um eine Singularitdt nahezu eine euklidische
Sphére. Nun soll deren Radius und Oberfldche ndherungsweise berechnet werden.
Fiir eine euklidische Sphéire B,.(x;) um z; mir Radius r gilt

my mo 4
B, (x :/ 1+ + dzx.
| ( 1)| Br(xl)( 2|ZE—[I)1| 2|ZE—(L’2|)

My, Mo
2|x—xa| 4d

Fiir grofles d und kleines r ist also

m m
B, (z1)| ~ 4m(1 + 2—7} + 4—;)47«2. (7.3)

Dies ist minimal fiir
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Setzt man dies in (7.3) ein, erhélt man

2
B, ()| ~ 1 2(1 @>
1B, ()] ~ 16m? (142

Setzt man dies wiederum mit H = 0 in (7.2) ein, ergibt sich

B, (x m mim
mp (B, (11)) ~ \/ | 1((37;” =my (1+4—;) =my + id 2,

so dal man mit m; = mo = 1 gerade den oben behaupteten Wert erhélt.

Die zweite Uberlegung ist, daf die Differenz der Hawkingmasse im Unendlichen
und der Summe der Hawkingmassen der Flachen um die Singularitiaten, der Ge-
samtenergie des gravitierenden Systems entspricht. Diese ist, nach Newton, fiir

Massen my, my im Abstand 2d gerade durch *{7* gegeben.

d
Berechnet man nun die Differenz der Hawking-Massen im Unendlichen m$ und
um jede Singularitit m};, bzw. m% so ergibt sich in der Tat
myms mpms

a ety ) =

mi1me
2d

1 2 oo
My +my —my =my +

also genau die Newtonsch Gravitationsenergie.

Die numerisch berechnete Hawking-Masse auf den Flachen der Blétterung, die
eine Singularitit einschlief$t, ist nahezu konstant. Sie ist grofler als die Masse m; =
1 des Schwarzen Lochs, und betriagt, wie erwartet, etwa 1 + ﬁ. Die Abweichung
hiervon ist fiir verschiedene Werte von d in Abbildung 25 in Abhéngigkeit vom
Radius aufgetragen.
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60

Abbildung 21: Die Blétterung in einem Raum mit zwei schwarzen Lochern gleicher
Masse mit Abstand 6, von auflen nach innen gerechnet.

60

Abbildung 22: Die Blétterung in einem Raum mit zwei schwarzen Lochern gleicher
Masse mit Abstand 6, um eine Singularitdt, beginnend mit der Minimalfléche,
nach auflen gerechnet.
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Abbildung 23: Die mittlere quadratische Abweichung des Radius einzelner
Flachen gegen den Radius abgetragen, fiir unterschiedlicher Abstédnde.
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Abbildung 24: Die Abweichung der Hawkingmasse der dufleren Flichen vom er-
warteten Wert 2, fiir unterschiedliche Werte von d
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Abbildung 25: Die Abweichung der Hawkingmasse der inneren Flichen vom er-

warteten Wert 1 + ﬁ,

fiir unterschiedliche Werte von d.
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7.2.4 Zur Korrektheit des Minimalflichenfinders

Benutzt man das CG-Verfahren ohne Nebenbedingung, d.h. minimiert man den
Flécheninhalt fiir sich, so erhdlt man nach erfolgreicher Terminierung eine (nu-
merische) Minimalfiéche.

Diese Minimalflachen sind in der numerischen Relativitatstheorie interessant, da
sie in einem Spezialfall einen scheinbaren Horizont bilden.

Deshalb beschreibt [ABBT00] auch einen Test fiir Verfahren, die Minimalflichen
berechnen.

In einem dieser Tests wird eine Metrik vom Brill-Lindquist-Typ mit drei schwar-
zen Lochern der Masse m = 1 benutzt, deren Singularititen an den Stellen
(d,0,0), (0,d,0) und (0,0,d) liegen.

Nun kann man die Frage stellen, fiir welche d > 0 ein gemeinsamer Horizont
existiert, bzw. wo die kritische Stelle d liegt, so da8 fiir d < d noch ein gemein-
samer Horizont existiert, und fiir d > d nicht mehr. In [ABB*00] wurde durch
numerische Experimente d € [1.4,1.5] bestimmt. Dieses Intervall kann durch das
hier verwendete Verfahren bestétigt werden. Durch Bisektion dieses Intervalls
kann man mit dem hier benutzten Verfahren d € [1.45,1.475] annehmen. Dieses
Ergebnis wurde mit Verfeinerungsstufe 7, d.h. 65538 Punkten berechnet. Trotz
aller Vorsicht bei der Berechnung ist die Unsicherheit des kleineren Intervalls je-
doch recht grof8, insbesondere die obere Grenze ist recht unsicher, da ein schwach
ausgeprigtes lokales Minimum leicht verfehlt werden kann.

Die Abbildungen 26 bis 29 zeigen die letzten Iterierten des Verfahrens fiir ver-
schiedene Werte von d. Dabei wurde in allen Féllen eine Sphére mit Radius 2 um
(0.5,0.5,0.5) als Ausgangsfliche verwendet. In allen Abbildungen sind die Ach-
sen in der Léange von zwei Einheiten gezeichnet, die Positionen der Singularitédten
sind durch Kugeln um die entsprechenden Punkte angedeutet.
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Abbildung 26: Die gemeinsame Mini- Abbildung 27: Die gemeinsame Mini-
malfldche im Fall d = 1.3 malflache im Fall d = 1.4

Abbildung 28: Die gemeinsame Mini- Abbildung 29: Die letzte Iterierte des
malflache im Fall d = 1.45 Verfahrens im Fall d = 1.475 nach
Abbruch mit Fehler
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Abbildung 30: Anzahl der Iterationen fiir hierarchische Basis und Knotenbasis in
Abhéngigkeit der Verfeinerungsstufe bei nichtrestringierter Minimierung.

7.3 Performance

Um die Performance des Verfahrens zu testen, und diese mit einer Implemen-
tierung zu vergleichen, die die hierarchische Basis nicht verwendet, wurde der
Fall d = 1.3 aus vorigem Abschnitt 7.2.4 betrachtet. Zunéchst wurde eine Mini-
mierung ohne Nebenbedingungen fiir das Flachenfunktional durchgefiihrt. Diese
wurde abgebrochen, wenn die Norm des Gradienten des Flachenfunktionals sich
gegeniiber seinem Anfangswert um 1072 reduziert hatte. Die benutzte Norm war
dabei die L2-Norm des Gradienten, dargestellt in der Knotenbasis. Dabei wurden
bei jeder Liniensuche genau 39 Schritte gemacht, was einer relativen Genauigkeit
von 1078 entspricht.

Abbildung 30 zeigt die Anzahl der Iterationen des Verfahrens bis zum Abbruch fiir
verschiedene Verfeinerungsstufen. Man sieht sehr gut, dafl die Zahl der Iterationen
fiir die hierarchische Basis mit der Zahl der Verfeinerungsschritte etwa linear
wéchst, die Zahl der Iterationen fiir die Knotenbasis jedoch viel schneller.

Die Zeit, die die Verfahren benétigt haben, ist in Abbildung 31 zu sehen, wobei
die y-Achse logarithmisch skaliert ist. Man sieht deutlich, dafl die Komplexitét
fiir das Verfahren mit hierarchischer Basis wesentlich besser ist. Die Zeit wurde
dabei mit dem Unix-Befehl time auf einem Athlon XP 2000+ ermittelt.

Nun wurde ein entsprechendes Experiment mit Nebenbedingungen gemacht. Es
wurde wiederum die Metrik aus 7.2.4 mit d = 1.3 betrachtet. Dann wurde ausge-
hend von der Spére um (0.5,0.5,0.5) mit Radius 3 eine Fliche gesucht, die das
gleiche Volumen einschliefit wie diese Flidche. Dabei wurde der Strafparameter
p = 0.1 und der Lagrangeparameter auf 0.0960304 gesetzt, was nahe dem exak-
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Abbildung 31: Zeit in Sekunden fiir hierarchische Basis und Knotenbasis in
Abhéngigkeit der Verfeinerungsstufe bei nichtrestringierter Minimierung.

ten Lagrange-Parameter liegt. Dann wurde die modifizierte Lagrange-Funktion
zu diesen Daten einmal minimiert, und zwar so lange, bis der Gradient, gemes-
sen in der L2-Norm beziiglich der Knotenbasis, um den Faktor 10~3 gegeniiber
seinem Startwert reduziert war. Dann wurden wieder die benétigte Zeit und die
Anzahl der Iterationen fiir verschiedene Verfeinerungsstufen festgehalten. Diese
sind in Abbildung 32 bzw. 33 aufgetragen. Man sieht hier, dafl die hierarchische
Basis wiederum einen Vorteil gegeniiber der Knotenbasis hat, wenn dieser auch
nicht so deutlich ausféllt wie beim vorigen Experiment ohne Nebenbedingungen.
Wie oben wurde die Zeit mit dem Unix-Befehl time auf einem Athlon XP 2000+
ermittelt.

Um die Abhéngigkeit der Kondition des Problems vom gewéhlten Strafparame-
ter zu verdeutlichen, wurden beim vorigen Experiment bei Verfeinerungsstufe
4 verschiedene Werte des Strafparameters getestet. Dabei wurde das Verfahren
abgebrochen, wenn sich der Gradient um den Faktor 10~3 gegeniiber seinem An-
fangswert reduziert hatte. Die bis dahin benétigten Iterationen sind zusammen
mit der absoluten Abweichung des Volumens in Tabelle 3 gezeigt. Man sieht
deutlich, dafl sich bei wachsendem Strafparameter die Kondition des Problems
verschlechtert, andererseits aber die absolute Abweichung vom geforderten Volu-
men abnimmt.



82 7 NUMERISCHE BEISPIELRECHNUNGEN

400 T T
Iterationen Knotenbasis ~ +
Iterationen hierarchische Basis ~ x

350

300

250

200

150

100

50 | X

Abbildung 32: Anzahl der Iterationen fiir hierarchische Basis und Knotenbasis in
Abhéngigkeit der Verfeinerungsstufe bei Minimierung mit Nebenbedingungen.
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Abbildung 33: Zeit in Sekunden fiir hierarchische Basis und Knotenbasis in
Abhéngigkeit der Verfeinerungsstufe bei Minimierung mit Nebenbedingungen.

p 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10
Anzahl Iterationen 15 20 28 37 51 86
Abweichung des Volumens 20.16 2.472 0.2529 0.0253 0.0025 0.00025

Tabelle 3: Benotigte Iterationen und Abweichung des Volumens in Abhéngigkeit
vom Strafparameter.
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